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Prefacio

Imagine que alguém queira comunicar como é uma certa pintura para uma outra pessoa. Uma
possibilidade seria converter a pintura para o formato digital, um retangulo compostos por pontos
(cada um com uma cor), e depois escrever a cor de cada ponto, comegando do canto superior es-
querdo e procedendo para baixo, linha por linha, até o canto inferior direito. Esta nao é uma forma
muito inteligente de comunicagao. Contudo, é mais ou menos isso que fazemos quando escrevemos
um livro de Matematica, Fisica ou Logica. Nestes livros, uma seqiiéncia de defini¢oes, teoremas
e provas é descrita linearmente tentando descrever conceitos que nao podem ser compreendidos
desta forma. O leitor fica com a inteira responsabilidade de agrupar todos os conceitos e montar
a “figura” em sua mente, com pouco ou nenhum auxilio por parte do texto.

Neste livro tentamos fazer diferente na medida de nossas possibilidades. Para ajudar o leitor
a montar a imagem da ldgica, recorremos a dois artificios: a) comentérios sobre os teoremas
e provas e b) meta-informagoes no texto. Sendo este um livro de légica, as informagoes sobre
légica constituem a maior parte do texto. Contudo, hé informagoes também sobre o proéprio
texto: referéncias a paginas (“veja os axiomas da pédgina 23”) e figuras que descrevem a prépria
estrutura das definigoes, teoremas e provas. Estes dados adicionais sao meta-informacgoes. Com eles
procuramos mostrar como a logica é estruturada, quais as relacoes entre os conceitos estudados.
Os comentérios no texto ajudam visualizar o quadro geral. Eles procuram apresentar uma outra
visao do texto, podemos dizer “do alto”, fugindo da descri¢ao linear de definigbes/teoremas do
livro.

Ao final de cada Capitulo deste livro ha uma secao chamada de “Complementos” que pode ter
trés subsegoes: a) Visao Alternativa; b) Conexdes com a Computacao e ¢) Suposi¢oes Implicitas.
A subsecao “Visao Alternativa” procura apresentar os conceitos do Capitulo ou parte dele de
maneira diferente do que foi apresentado, facilitando a compreensao do texto. Alids, isto ja é feito
em muitos comentarios por todo o livro e nao apenas nesta subsecao. Qualquer texto se torna
dificil de entender se apenas uma tunica visao é apresentada. O leitor nao consegue formar uma
idéia clara dos conceitos apresentados assim como quando enxergamos com um unico olho nao
temos a idéia de profundidade da cena observada.

A subsecao “Conextes com a Computagao” apresenta os possiveis relacionamentos entre o
Capitulo e a Computagao. Nao se pretende fazer uma apresentacao profunda de topicos da com-
putacao nesta se¢ao. A subsegao “Suposi¢oes Implicitas” apresenta as suposi¢oes implicitas para
que o Capitulo seja valido. Frequentemente se assume que algumas coisas sejam validas ou abso-
lutamente necessarias quando isto nem sempre é o caso. Esta secao apresenta o que normalmente
supomos ao estudar o Capitulo. Note que esta subsecao de certa forma se sobrepde com a secao
“Visao Alternativa”. Contudo, o objetivo de ambas ¢é diferente. O objetivo da subsecao “Visao Al-
ternativa” é fazer o leitor compreender melhor o texto. O objetivo da se¢ao “Suposi¢oes Implicitas”
¢é abrir a mente, despertar a criatividade, mostrar que qualquer texto supoe um certo raciocinio
do leitor implicitamente e que isto poderia ser diferente. O objetivo é despertar o leitor para a
pesquisa em Logica, embora saibamos que este é apenas um texto introdutoério de logica.

Os exercicios deste livro nao possuem todos a mesma importancia ou nivel de dificuldade. Para
facilitar a identificagao pelo leitor dos exercicios mais importantes para a compreensao do texto
e daqueles mais dificeis, este livro adota uma classificacao, dada por uma seqiiéncia de letras e
nimeros. O nivel de importancia recebe um de quatro valores:
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i4 = muito importante

i3 = importante
i2 = medianamente importante
il = pouco importante

A dificuldade de resolucao é classificada em

d5 = Dificil

d4 = Medianamente dificil
d3 = Médio

d2 = Relativamente facil
dl = Facil

Um exercicio i2d3 é medianamente importante e medianamente dificil.
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Capitulo 1

Introducao

Légica é a disciplina que estuda o raciocinio dedutivo, o que se pode deduzir a partir de premissas
consideradas verdadeiras. Como exemplo inicial, a partir das frases “todo par é divisivel por 2”7 e
“6 é par”, pode-se concluir que “6 é divisivel por 2”7. Nao interessa a logica se as duas primeiras
frases sao verdadeiras no mundo real — o que interessa é que, se sao verdadeiras, pode-se deduzir
a terceira frase a partir delas. Mortari [5] da a seguinte defini¢ao de logica:

Légica é ciéncia que estuda principios de inferéncia, tendo o objetivo principal de determinar em
que condigdes certas coisas se seguem (sao conseqiiéncia), ou nao, de outras.

A 16gica foi a criagao de um tnico homem, Aristdsteles (384 AC-322 AC). A légica de Aristoteles
era inteiramente verbal, sem o emprego de simbolos. Como exemplo, de “Todos os homens sao
mortais” e “Sécrates é um homem”, pode-se deduzir que “Socrates é mortal”. Este é um dos tipos
de raciocinio catalogados pelo sdbio grego. Havia outros vinte e quatro (dos quais cinco estao
implicitos em outros), todos empregando apenas palavras. J& na idade antiga surgiu o primeiro
‘paradoxo’ logico quando o cretence Epimeénides disse “Todos os cretences sao mentirosos”. Na
verdade, esta frase nao é paradoxal, pois ela pode ser tanto verdadeira quanto falsa sem que ocorra
uma contradicao.! Uma frase é paradoxal quando ela nao pode ser nem verdadeira nem falsa,
como “esta frase é falsa”. Outro falso paradoxo é a frase “toda regra tem excecao”.

A logica era uma das disciplinas estudadas tanto na idade antiga quanto na idade média,
chegando aos tempos modernos. Contudo, aparentemente nada faltava ao estudo da logica e esta
disciplina nao foi um tdépico sério de pesquisa até meados do século XIX quando recomecou o
interesse no assunto, comegando com Boole, Peano, Fregue e Bertrand Russel. O interesse destes
matematicos era prover uma base sélida para a Matematica.

H& inumeraveis tipos de légica como logica classica, modal, paraconsistente, multivalorada,
intuicionista, fuzzy, temporal, quantica, ... A légica que interessa a Computacao é a Ldgica
Matemadtica, que abstrai os raciocinios utilizados em Matematica. Esta logica utiliza trés principios
colocados por Aristételes:

1. principio da nao contradi¢ao: nao é verdade que uma proposicao A e a sua negacao sejam

1Se tomarmos ‘mentiroso’ como alguém que mente sempre, entdo esta frase é falsa. Se fosse verdadeira, como foi
dita por um cretence, ela estaria dizendo que ela mesmo é falsa. Contradicao. Como esta frase é falsa, Epimenides
queria dizer exatamente o contrario do que disse, que alguns cretences nao sao mentirosos !



verdadeiras ao mesmo tempo. Em simbolos (que estudaremos mais tarde), escrevemos

(AN —A)

2. principio do terceiro excluido: ou a proposicao A ou a sua negacao sao verdadeiras. Em
simbolos:
AV -A

3. reflexividade da identidade: qualquer coisa é igual a si mesma. Em simbolos:
Vr(r = x)

As légicas chamadas classicas, entre as quais se incluem a légica Matematica, seguem estes
trés principios. As légicas nao cldssicas (paraconsistente, multivalorada, fuzzy, quantica, etc) nao
seguem um, dois ou tres destes principios.

No final do século XIX e inicio do século XX surgiram diversos paradoxos logicos, classificados
como sintéticos (ou légicos) e semanticos. O paradoxo sintdtico mais conhecido foi descoberto
por Russel em 1902 enquanto estudava teoria dos conjuntos de Cantor. Esta teoria nao possui
paradoxos, mas estes aparecem quando conjuntos podem ser definidos a partir de uma lei ou
formula qualquer. Vejamos o paradoxo.

Considere o conjunto C' de todos os conjuntos que nao contém a si mesmo:
C={z:z¢x}
Pergunta-se: C' € C'? Se C' € C, entao C deve obedecer a regra dada acima que todos os elementos
de C' devem obedecer, que é C' ¢ C. Contradi¢ao. Por outro lado, se C' ¢ C, entao C satisfaz as
condigoOes necessarias para ser elemento de C' e entao C' € C'. Contradicao.

H4 diversos paradoxos semanticos descritos na literatura. Veremos dois:

1. se a frase “esta frase é falsa” for verdadeira, entao ela diz que é falsa. Contradicao. Se ela
for falsa, entao o contréario é verdadeiro, ou seja, ela é verdadeira;

2. paradoxo de Berry (1906). H4 um numero finito de palavras em Portugués e portanto um
numero finito de frases com menos do que vinte palavras. Considere agora os niimeros inteiros
definidos com frases com menos do que vinte palavras, como “um”, “trezentos e vinte e trés”,
“o terceiro nimero primo”, “o primeiro primo maior do que mil”, “a milésima poténcia do
bilhonésimo cubo do fatorial do trilhonésimo quadrado perfeito” (ufa !). H& um ntmero
finito de inteiros definidos com frases com menos do que vinte palavras e, portanto, existe
um inteiro k que é o maior destes inteiros mais 1. Entao “k é o menor inteiro que nao pode
ser definido com menos do que vinte palavras”. Mas esta frase contém menos do que vinte
palavras ...

3. paradoxo de Grelling (1908). Um adjetivo é chamado de autolégico se a propriedade que
ele denota se aplica a si mesmo, heterolégico caso contrario. Por exemplo, “vermelho” é
heterologico, por este adjetivo ndo é vermelho (adjetivos nao tém cor). Ja “polissilabico” é
autologico, por esta palavra possui seis silabas. “Monossilabico” é heterologico. Pergunta-se:

é “heterolégico” um adjetivo heterologico? Se sim, a propriedade heteroldgica nao se aplica



a palavra “heteroldgica” e entao esta palavra é autoldgica. Contradicao, pois assuminos que
a palavra é heteroldgica. Se “heterologico” é autoldgico, a propriedade heterolégico se aplica
a palavra “heterolégico” e portanto esta palavra é heterologica.

Os paradoxos semanticos nao interessam a logica que estudaremos, a légica Matematica. Eles
envolvem nogoes da linguagem natural (Portugués) que nao ocorrem em Matemadtica.

Comecaremos o estudo da légica apresentando os sistemas formais, que sao sistemas capazes
de produzir “sentencas”, chamadas de teoremas, a partir de axiomas e regras. Esta introducgao
¢é necessaria porque toda logica é um sistema formal. No Capitulo 3 serd estudado o calculo
proposicional, que é uma légica bem simples e que faz parte da légica que nos interessa, que € a
légica de primeira ordem, que serd estudada no Capitulo 4. A légica de primeira ordem utiliza os
chamados quantificadores universal (para todo x vale a proposigao P(x)) e existencial (existe x tal
que P(x)).

Qualquer semelhanca entre alguns trechos deste livro e “Introduction to Mathematical Logic”
de Mendelson nao é mera coincidéncia. Os teoremas, a ordem de apresentacao do material e alguns
exemplos sao de la. A prova dos teoremas e o texto é do autor deste livro.

Exercicios Triviais

1.1. (i1d1) Cite trés ldgicas. Qual estudamos neste curso ¢ Por qué ?
1.2. (i2d3) Explique o paradozo de Russel.
1.3. (i2d3) Explique o paradoxo de Berry.

1.4. (i3d1) Quem criou a ldgica ¢ Em que século ?

Exercicios de Desafio

1.5. (i2d3) Fag¢a uma sentenga que nao é verdadeira nem falsa diferente das que foram apresentadas
no texto.

1.6. (i1dj) Construa um paradoxo com a sequinte estrutura: ha uma seqiéncia de frases Fy, Fy,
..., F, onde cada frase F; diz algo sobre a falsidade ou veracidade de F;yq (F, refere-se a F}).
Esta seqiiéncia possui algum tipo de “formato” ou “forma” ? Por exemplo, n deve ser par ¢






Capitulo 2

Uma Introducao Informal a Sistemas
Formais

Este capitulo introduz de maneira informal as principais idéias necessarias ao estudo de Légica. O
primeiro sistema formal deste capitulo foi criado por Hofstadter [3] e chama-se sistema MIU. Mas
o que ¢ um sistema formal? E um sistema composto por

1. um alfabeto de simbolos composto por quaisquer simbolos que podem ser colocados no papel,

2. seqiiéncias! bem definidas de simbolos deste alfabeto chamadas de férmulas. Deve ser possivel
definir precisamente o que é féormula;

3. axiomas (um subconjunto das férmulas) e

4. regras para produzir novas formulas a partir de outras.

Como exemplo, um sistema formal que chamaremos de S utiliza o alfabeto { 0, 1, a, b }. Uma
sequiéncias de simbolos de S é qualquer concatenacao destes simbolos, como 01, 000al, ab, a0lb,
etc. Uma formula é uma seqiiéncia que obedece um certo padrao. Em S, sao férmulas apenas as
seqliéncias que comecam com “a” ou com “0”, como “a0”, “Obblala” e “a0aabbb111000”. Nao sao
férmulas neste sistema formal as seguintes seqiiéncias: “b00” e “lbab”. Naturalmente, diferentes

sistemas formais tém diferentes alfabetos e diferentes definicoes do que sao férmulas validas.

Um axioma é uma férmula. No sistema S, apenas 01 e ab sao axiomas. Todo axioma é
considerado um teorema. Uma regra toma um ou mais axiomas ou teoremas como entrada e
produz como saida um teorema. Uma pergunta natural a respeito de regras é “qualquer frase que
ensine a construir um teorema a partir de axiomas e outros teoremas (o que inclui os axiomas)
é uma regra valida ?” Sim, se esta frase puder ser transformada em um algoritmo ou programa
de computador que toma teoremas como entrada e produz um teorema como saida. Mas pode-se
definir precisamente o que é um programa de computador ? Sim, existe uma definicao formal que
¢é estudada em uma area chamada Computabilidade. Para os nossos propositos, uma regra ¢ valida
se for possivel fazer um programa em qualquer linguagem de programacao que tome um ou mais
teoremas como entrada (em formato texto) e produza o texto de um teorema como saida. Pode-se

Lstring em Inglés



provar que nem todas as frases que “ensinam” como produzir um teorema a partir de outros pode
efetivamente ser convertida em um programa em uma linguagem de programacao.

As regras do sistema S sao dadas abaixo, onde y é uma seqiiéncia de simbolos qualquer do
alfabeto de S, podendo inclusive ser vazia.

1. se Oy é um teorema, Oay é um teorema;

2. se ay é um teorema, ayy ¢ um teorema.

Quais sao entao os teoremas de S? Comecando pelos axiomas, os teoremas sao:

1. 01 (axioma)
2. ab (axioma)
3. 0al (01 com regra 1)

4. Oaal (0al com regra 1)

6. abb (ab com regra 2)

7. abbbb (abb com regra 2)

Estudaremos agora o sistema MIU. Este sistema utiliza apenas as letras M, I e U (o alfabeto).
Algumas combinagoes destas letras sao MUU, IMIU, UUUIMMM, M, I e UIM. Consideraremos
qualquer seqiiéncia como uma formula. Contudo, estas seqiiéncias nao necessariamente sao teore-
mas. Falta definir os axiomas e as regras. O tnico axioma do sistema ¢é a seqiiéncia MI (entao MI

é um teorema). As regras sao dadas abaixo, onde x e y s@o seqiiéncias quaisquer formadas pelas
letras M, I e U.

Regra 1 Se xI é um teorema, entao xIU é um teorema.
Regra 2 Se Mx é um teorema, entao Mxx é um teorema.
Regra 3 Se xIIly é um teorema, entao xUy é um teorema.

Regra 4 Se xUUy é um teorema, entao xy é um teorema.

Exemplos: MI é um teorema, pois MI é um axioma. De MI, que é um teorema, podemos
deduzir que MIU é teorema pela Regra 1. De MI, que é teorema, podemos deduzir MII pela Regra
2. De MIU, que é teorema, podemos deduzir MIUIU pela Regra 2. De MII podemos deduzir MIIII
pela Regra 2 e dai deduzir que MUI é um teorema pela Regra 3. Ou deduzir que MIU é teorema
pela Regra 3. Note que obtivemos MIU por duas regras diferentes.



Agora que vocé ja sabe como deduzir teoremas, podemos mostrar uma deducao que utiliza a
regra 4 sem maiores explicacoes:

1. MI axioma
2. MII Regra 2
3. MIIII Regra 2
4. MIIITU Regra 1
5. MUIU Regra 3
6. MUIUUIU Regra 2
7. MUITU Regra 4

Os teoremas MI, MIU, MIUIU, MIIIT e MUIIU foram obtidos do tinico axioma (no caso, MI)
ou por aplicagoes das regras a partir de teoremas previamente deduzidos. Estes sao teoremas do
sistema formal MI. Existe um outro tipo de teorema utilizando MI: os meta-teoremas. Um meta-
teorema é um teorema sobre o proprio sistema MI, nao um teorema composto por M, I e U. Um
exemplo bem simples e 6bvio de meta-teorema ¢é este:

[Meta-teorema] Todos os teoremas do sistema MIU comegam pela letra M.

O teorema é tao claro que dispensa explicacoes. Um outro meta-teorema deste sistema é

[Meta-teorema] Mx é um teorema, onde x é uma seqiiéncia contendo apenas um nimero de 1’s
que é poténcia de 2.

Em Logica, estamos interessados quase todo o tempo nos meta-teoremas, nao nos teoremas
do proprio sistema. O leitor é convidado a descobrir um meta-teorema a respeito deste sistema.
Um bom exercicio é provar que MU nao é um teorema deste sistema. Note que esta prova nunca
poderia ser um teorema, pois é algo sobre o sistema MIU.

Estudaremos agora um outro sistema formal descrito por Hofstadter [3], o sistema pq. Este
sistema emprega apenas os simbolos p, q e ® (o alfabeto) e qualquer combinacao destes simbolos
¢ uma férmula. Este sistema possui um infinito nimero de axiomas. Mas ... se ¢é infinito, como
podemos descreve-los? Através do que chamamos “esquema de axioma”, que é a forma geral do
axioma. O unico “esquema de axioma” deste sistema é

[Esquema de axioma] x p ® q x ® é um axioma se X é composto apenas por ®’s.

Note que x nao pertence ao alfabeto do sistema formal pq. x é um meta-simbolo: neste caso
ele representa um ou mais simbolos do sistema pq.

Sao axiomas de pq:
OpOqOO
COPOLgOLOO
OOOOPOqOOOOO
Naturalmente, existe um infinito nimero de axiomas. A tnica regra é

[Regral] Se x, y e z sao seqiiéncias contendo apenas ®’s e
Xpyqz

é um teorema, entao
Xpy®©qzo

é um teorema.



Por exemplo, ® p ® q ®® é um teorema, pois é um axioma. Aplicando a regra, obtemos
OpOOqgOOO

Os sistemas pq e MIU sao muito interessantes pois nos permitem produzir inumeraveis seqiiéncias
de simbolos a partir de regras ... mas para que queremos estas seqiiéncias? Seqiiéncias quaisquer
de simbolos sem significado nao nos interessam, sao intiteis. Mas e se associarmos “significado”
aos simbolos? No sistema pq, podemos assumir que x p y q z significa que £+ y = Z, onde T é o
nimero de ® que ocorrem em x (0 mesmo paray e z). Entao p estd sendo interpretado como “plus”
(soma) e q como “equals” (igual). Serd que funciona? Verifiquemos, comegando pelos axiomas. ©®
P ® q ®® é um axioma, que pode ser interpretado como 1+1=2,ondez=1,y=1e Z=2. De
forma geral, o esquema de axioma diz um nimero Z somado a 1 é igual a um nimero com um ©
a mais, que é T + 1.

A regra diz que se T+ ¢ = Z, entdo £+ (§ + 1) = (£ + 1). Entao temos um mapeamento dos
simbolos deste sistema formal para os simbolos utilizados na aritmética:

p mais (plus)
q igual
O] um
OO dois
OXOXO; trés

Este mapeamento é chamado de interpretacao. Estamos dando uma interpretacao aos simbolos
do sistema formal até entao sem nenhum significado. Os simbolos sao relacionados com objetos
do “mundo real”, algo que acreditamos que exista, como os nimeros naturais.

Uma pergunta que se faz é se esta interpretacao nao esta de certa forma embutida ou incor-
porada no sistema formal, nos axiomas e regras do sistema. Parece dificil que a interpretacao nao
esteja, ja que, neste exemplo, parece que o sistema pq foi feito especialmente para a soma de dois
niumeros. Contudo, isto nao é verdade. Este mesmo sistema pode ser interpretado de mais de uma
forma. Por exemplo, no sistema pq a seqiiéncia

Xpyqz
pode ser interpretado como & = (—7) + Z e p seria “equals” (igual) e q seria “plus” (soma).
Concluimos que os simbolos do sistema formal nao tém nenhum significado intrinsico — nés os in-
terpretamos da maneira que nos convem. Mas sempre respeitando os axiomas e regras de deducao
do sistema. Por exemplo, estaria incorreto associar p a multiplicacao e q a igual. Se assim
fizéssemos, terfamos um teorema dizendo que

1.1=2

Exercicios Triviais

2.1. Explique o que € um sistema formal, axioma, regra de deducdo, teorema e meta-teorema.

2.2. Faca um sistema formal que utilize um alfabeto de quatro simbolos, tenha dois axiomas e pelo
menos duas regras de deducao.

2.3. (i4d2) (r) Faga um meta-teorema para o sistema MIU.
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2.4. (i3d2) Deduza o teorema

OPpOLOO IOOOO
no sistema pq.

2.5. (i4d2) Faga um meta-teorema para o sistema pq. Dica: qual o formato dos teoremas ¢

2.6. (i1d2) O sistema pq € capaz de representar a soma de dois nimeros quaisquer ? Ou x, em “x
Py qz”, precisa ser maior do que y?

Exercicios Criativos

2.7. (i2d3) (r) Seja S o sistema formal que utiliza o alfabeto { E, T, N, +, %, 0, 1, ... 9 }. O
unico axioma é E e qualquer seqiiéncia de simbolos € uma formula. As regras de dedugao sdo:

1. Em um teorema qualquer, E pode ser substituido por E +T ou T;
2. Em um teorema qualquer, T pode ser substituido por T x N ou N;

3. Em um teorema qualquer, N pode ser substituido por 0 ou 1 ou ... ou 9.

Escreva alguns teoremas deste sistema formal. Alguns teoremas nunca poderao ser utilizados
para a construcao de outros teoremas, pois eles nao possuem as letras E, T ou N. Com o que se
parecem estes teoremas ?

2.8. (i2d4) Considere o sequinte sistema formal S:
e alfabeto ={ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9, +, — };
e qualquer seqiiéncia de letras do alfabeto € uma formula;

e todo numero é um axioma. Um niumero é uma seqiéncia de um ou mais digitos como 0, 5,
32, 8213, etc;

e se A e B sao teoremas, as regras de dedugao sao: a) (A+B) é teorema; b) (A— B) € teorema.

Como sdo os teoremas deste sistema formal ¢ Podemos generalizar e construir um sistema
formal onde todos os programas vdlidos da linguagem C/C++/Pascal/Java sejam teoremas ?

Exercicios de Desafio

2.9. (i2d2) Acrescente a sequinte regra ao sistema pq: Se x, y e z sdo seqiéncias contendo apenas

©e
rTpyqcz

¢ um teorema, entao
ypzrqz

€ um teorema.

Faca uma prova de ©© p ©® ¢ ©© OO que utilize esta nova regra. Interpretando as seqiiéncias
como numeros, a que regra da aritmética corresponde este teorema ¢

2.10. (i2d5) E MU um teorema do sistema MIU ?



2.1 Complementos

2.1.1 Visao Alternativa

Um sistema formal pode ser comparado a um conjunto de pegas de plastico com regras de como
combiné-las (brinquedos do tipo Lego). As pegas possuem saliéncias e depressoes para se en-
caixarem umas nas outras. Duas pecas quaisquer nao necessariamente podem ser agrupadas pois
elas podem nao se encaixar. As regras do sistema formal estariam subentendidas nas saliéncias
e depressoes nas pecas. O alfabeto seriam as préprias pecas, cada peca seria um axioma e um
teorema ¢é qualquer agrupamento de pegas.

Um sistema formal nada mais é do que um jogo de compor pecas segundo regras. E observe
que nestes brinquedos, os simbolos do alfabeto (pegas) e os teoremas possuem trés dimensoes.
Voltaremos a este tépico mais tarde.

2.1.2 Conexoes com a Computacao
Regras Como Algoritmos

Uma conexao com a computagao foi dada na definicao de uma “regra” de um sistema formal. Uma
regra deve poder ser transformada em um algoritmo. E o que é exatamente um algoritmo 7 E uma
seqiiéncia de instrucoes que pode ser colocada em um programa escrito em qualquer linguagem de
programacao.?

Como um exemplo, a regra 1 do sistema MIU pode ser codificada em linguagem Java como

String rulel(String formula) {
// verifica se o ultimo carater da férmula é I

if ( formula.charAt(formula.length() - 1) == "I7 )
return formula + "U";
else

return null;

Programas Como Sistemas Formais

Podemos encontrar um sistema formal que faz a mesma coisa que um programa qualquer ? Apare-
mentemente sim, pois afinal um programa é composto de algoritmos e as regras so sistema formal
também. Veremos que a respostas ¢ “sim”. Um programa toma uma entrada, altera-a através de
sucessivas instrucoes e no final de sua execucdo produz uma saida.® Entdo um programa qualquer
toma uma seqiiéncia de bits como entrada e produz uma seqiiéncia de bits como saida feita através

2Rigorosamente, admite-se que o programa possa alocar uma quantidade potencialmente infinita de meméria, o
que nao é o caso real, ja que todos os computadores possuem uma meméria finita.

3N&o precisamos considerar os programas interativos que tomam entradas e produzem saidas durante a sua
execucao — simplesmente podemos considerar que estes programas comecam uma nova execuc¢ao apds uma nova
entrada e terminam a sua execugao apds uma saida.
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de sucessivas modificacoes da entrada. Veremos entao com converter um programa P qualquer em
um sistema formal.

A entrada do programa P corresponde ao unico axioma do sistema formal. Entao para cada
combinacao P/entrada temos um sistema formal diferente. As regras correspondem as alteragoes
feitas na entrada, pelo programa, através de suas instrugoes, até se obter uma saida. A saida seria
um teorema do sistema formal. Pode-se assumir que um teorema é uma saida quando tiver um
simbolo especial como ltimo carater. Em um caso extremo, terfamos uma tnica regra que seria
aplicada uma tnica vez. A regra toma o axioma, que corresponde a entrada, e produz um teorema,
que corresponde a saida. E fim.

Contudo, é mais didatico imaginarmos que a cada instrucao do programa, seja ele feito em
uma linguagem de alto nivel ou em assembler, corresponde a uma regra do sistema formal. Como
exemplo, estudaremos um sistema formal (incompleto !) equivalente a um programa que soma
uma seqiiencia de nimeros. O axioma poderia ser a seqiiéncia

100111 — 10101 — 11111 — 1 =10
As regras manipulam os bits de tal forma que o teorema final seja
10111104
O # indicaria que nenhuma regra deveria ser aplicada deste ponto em diante.

O que aconteceu foi que colocamos os numeros de entrada, 100111, 10101, 11111, 1 e 10 no
axioma em um formato apropriado, separados por —. Note que o alfabeto deste sistema formal
{0,1,—,#}. Depois de aplicar as regras do sistema véarias vezes, obtemos um teorema (que
¢ sempre terminado por # por nossa convengao). As regras produzem uma seqiiéncia de bits
que é exatamente a somatéria dos nimeros iniciais. Observe que temos que passar a entrada
para o formato esperado pelo sistema formal e interpretar a saida de acordo com a convencao
que utilizamos. Note que as regras nada sabem sobre esta nossa convencao — regras fazem
manipulacoes mecanicas de simbolos sem conhecer a semantica deles. Naturalmente, as regras nao
violam o significado da nossa convencao, elas de alguma forma sao coerentes com o que queremos
do programa.

[©N

E quanto as regras deste sistema formal, com seriam elas 7 Tudo o que podemos dizer é que
seriam um tanto complexas para serem colocadas aqui, mas que existem. Para compreender isto,
basta dizer que elas seriam equivalente as intrucoes do assembler de um computador como mov,
add, xor, etc.?

Automata Celular e Jogo da Vida

Um automata celular [7] consiste de um conjunto quadriculado de células infinito, cada uma das
quais pode estar em um conjunto finito de estados. O quadriculado pode ter qualquer niimero
finito de dimensoes. A Figura 2.1.2 mostra trés automatas celulares de duas dimensoes onde cada
célula pode estar em um de dois estados: branco ou preto. Um automata celular se modifica
em intervalos discretos de tempo. A cada passo, intervalo discreto, novos valores de estado sao
calculados para cada célula baseado em um numero finito de células vizinhas. A célula assume este

4A primeira regra seria aplicada se a seqiiéncia ndo comecasse com #. A partir dai as regras iriam numerando
as seqiiéncias até que se chegue ao teorema final, que termina com #. Para exemplificar, se o axioma é 101 — 11,
a seqiiéncia de teoremas poderia ser #0#101 — 11, #1#..., #2#..., ..., 1000#. O ntmero no inicio da seqiiéncia
funciona com o contador de programa (PC) ou estado de uma mdaquina de estados finitos. Note que as regras podem
utilizar a seqiiéncia sendo transformada para armazenar nimeros intermediarios — seria a meméria do computador.
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a1 g2 g3 g4

Figura 2.2: Quatro geracgoes de um jogo da vida

novo estado no préximo passo, também chamado de proxima geracao. Por exemplo, o valor de
uma célula pode ser calculado considerando-se os estados das duas células verticais e duas células
horizontais adjacentes a ela. Se o automata tem n estados, haveria n* diferentes possibilidades de
calculo para cada célula. Cada célula utiliza a mesma funcao de cédlculo, independente de onde ela
estd. Esta funcao de cédlculo sera chamada de “regra” para célculo do estado da célula.

A Figura 2.1.2 mostra um automata onde a funcao que calcula o proximo estado de uma célula
considera todos os vizinhos imediatos da célula: duas células horizontais, duas verticais e quatro
diagonais. A funcao retorna o estado preto se o nimero de células vizinhas pretas (sem contar com
a propria célula) é par. Caso contrario retorna o estado branco. A Figura mostra trés geragoes de
um automata.

O jogo da vida [2] é um autdémata celular inventado por John Conway na década de 60. O
automata utiliza dois estados, branco e preto. O jogo da vida pode utilizar regras quaisquer para
passar de uma geracao para outra. Citamos abaixo as regras originais de Conway. Estas regras
ensinam como produzir células brancas e pretas de um geragao para a préxima. Cada célula possui
oito vizinhos: dois horizontais, dois verticais e quatro diagonais.

Regras:

e uma célula preta com dois ou trés vizinhos pretos sobrevive para a proxima geracao; isto é,
continua preta;

e uma célula preta com um vizinho preto ou nenhum é substituido por uma célula branca
(vazia). E como se a célula morresse por solidao;

e uma célula preta com quatro ou mais vizinhos pretos é substituida por uma célula branca.
E como se a célula morresse por superpopulacao;
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e uma célula branca que possui exatamente trés células vizinhas pretas é substituida por uma
célula preta na préxima geragao.

A Figura 2.1.2 representa quatro geragoes de um jogo. O leitor é convidado a aplicar as
regras acima em uma geracao para conseguir a proxima. Cada regra deve ser aplicada baseada na
geracao anterior, nao na geragao que vocé estd montando atualmente. Veremos como a geragao 2
foi construida a partir da 1. A geracao 1 possui células brancas adjacentes a trés células pretas nos
cantos superior esquerdo e direito do “desenho” formado pelas células pretas. Estas células ficam
pretas na geracao 2. Na geracao 1 ha uma célula preta no interior do desenho que é adjacente a
cinco células pretas. Esta célula desaparece na geracao 2. Aplicando-se as regras para cada célula,
obtem-se a geracao 2 como apresentada na Figura.

O jogo da vida é um jogo incrivelmente interessante, embora extremamente simples. Chamando
a configuracao de células brancas e pretas de “padrao”, ha padroes que, depois de um certo niimero
de geragoes:

e se repetem, entrando entao em um lago infinito. A configuracao pode ficar enorme e depois
diminuir até conter apenas poucas células pretas;

e atingem um estado estavel, nao mais se modificando. Como um exemplo, um quadrado
formado por quatro células pretas, isoladas de quaisquer outras células, nunca se modifica;

e se tornam simétricos, apesar do padrao iniciar nao o ser.

H& ainda padroes que “se movem” através do quadriculado, que criam e disparam padroes que
se movem (como um canhdo que atira um projétil) e outros que crescem sem parar. O leitor é
convidado a pesquisar na Internet e experimentar com as dezenas de implementagoes do jogo da
vida disponiveis na world wide web.

Gramaticas Como Sistemas Formais
Uma gramética G é uma quadrupla (N, X, P, S) onde

e N é o conjunto de simbolos nao-terminais;
e > é o conjunto de simbolos terminais;
e P é um conjunto de produgoes;

e S é o simbolo nao-terminal inicial da gramatica.

Como um exemplo, considere uma gramatica G que expressa algumas expressoes aritméticas
vélidas. O conjunto N={ E, T,N }, ¥ ={0,1,2,...9}, S é o simbolo E e o conjunto P é
composto pelas “regras de producao” dadas a seguir:

1. Ex=E+ T
2. Ex=T
3. T:=T=xN
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4. T:=N
5. Na=011121314151617171819

O simbolo | nao faz parte da gramatica, sendo utilizado apenas para significar “ou”. Assim,

na regra 5 acima, N é 0 ou 1 ou ... 9. Pode-se eliminar o simbolo | escrevendo-se dez regras para
N:

N:=0
N:=1
N:=9

A gramatica G é utilizada para produzir seqiiéncias de simbolos partindo-se do simbolo inicial
E e substituindo-se E por E + T ou T de acordo com a primeira “regra de producao” dada acima.
A partir dai, pode-se substituir qualquer dos simbolos nao terminais, do conjunto N, pelo lado
direito de “::=" de qualquer regra de producao. Por exemplo, pode-se substituir T por T % N ou
N. Uma seqiiéncia de substitui¢coes é chamada de derivagcao. Como exemplo, apresentamos uma
derivagao de E onde cada passo é seguido do simbolo = .

E= E4+T= T+T= N+T= 1+T= 1+N= 1+2
No primeiro passo utilizamos a regra 1, no segundo a regra 2 e no terceiro a regra 4.

A cada gramatica G pode-se associar um sistema formal SF¢ tal que alguns dos teoremas deste
sistema correspondem as sentencas que podem ser produzidas pela gramatica. SFg utiliza um
alfabeto contendo os simbolos terminais e nao terminais de G. O tinico axioma é o simbolo inicial
da gramatica. As regras de deducgao de SFg sao baseados nas regras de producao da gramatica.
Uma regra de produgao

A=«
resulta em uma regra

Em um teorema qualquer, A pode ser substituido por «
do sistema formal.

Na gramaética dada acima, o sistema formal teria como alfabeto o conjunto { E, T', N, +, *,
0,1, ... 9 }. O axioma seria o simbolo E e as regras de dedugao seriam:

1. Em um teorema qualquer, £ pode ser substituido por £ + T ou T’
2. Em um teorema qualquer, T pode ser substituido por T'x N ou N;

3. Em um teorema qualquer, N pode ser substituido por 0 ou 1 ou ... ou 9.

Um teorema em que nao ocorre nenhum simbolo nao terminal é chamado de sentenga da
gramatica. Assim, sao sentengas desta gramatica os teoremas 0+ 1, 1 %24 3 %7 e 2x. Qualquer
linguagem de programagcao pode ser descrita por uma gramatica e os programas validos podem
ser gerados por um sistema formal como descrito acima.’

50 sistema formal certamente produzird alguns teoremas que nao correspondem a programas validos, que neste
caso seriam programas sintaticamente corretos mas com erros semanticos (utilizando a terminologia de Compi-
ladores).
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Figura 2.3: Numeracao de simbolos em um sistema formal em duas dimensoes

2.1.3 Swuposicoes Implicitas

Ao apresentar um sistema formal, admitimos que o alfabeto deve ser apresentado em uma tnica
dimensal, uma linha. Poderfamos ter um sistema formal (SF') que utiliza duas dimensdes ? Clara-
mente, sim. Mas este SF poderia ser mais poderoso do que qualquer SF convencional, unidimen-
sional 7 Isto é, haveria um SF em duas dimensoes que jamais poderia ser simulado em uma tnica
dimensao 7

Nao, qualquer sistema formal de duas dimensoes poderia ser simulado em uma tnica dimensao.
Para mostrar como, observe a figura 2.1.2. Um conjunto de simbolos colocado neste quadriculado,
de duas dimensoes, poderia ser mapeado para uma dimensao seguindo-se os nimeros em ordem
crescente. Se um axioma fosse os nimeros da figura (a), em duas dimensoes, o axioma correspon-
dente seria, em uma dimensao, igual a 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, .... As setas da figura (b) indicam como
seriam mapeados os simbolos. Desta forma, pode-se converter qualquer formula bidimensional em
uma féormula unidimensional. E mais importante, de maneira biunivoca: a cada férmula bidimen-
sional corresponde a uma tunica férmula unidimensional e vice-versa. Possivelmente teriamos que
introduzir um simbolo no sistema formal de uma dimensao para representar um quadrado vazio
no sistema formal de duas dimensoes. Mas pode ser feito.

E quanto as regras 7 Podemos converter uma regra que manipula férmulas em duas dimensoes
para uma regra que manipula férmulas em uma dimensao ? Claramente, sim. Existe uma funcao
que mapeia cada posicao do quadriculado em uma posi¢ao unidimensional. Utilizando esta funcao,
o mapeamento entre a regra bidimensional e a regra unidimensional torna-se trivial. Basta aplicar
a funcao sempre que a regra bidimensional referir-se a posi¢ao um simbolo. E que funcao é esta ?
Se ela se chama [ e adotarmos que a posi¢ao 0 do exemplo (a) é (0, 0), entao terfamos f(0, 0) = 0,
f(1,0) =1, f(1, —1) = 2, f(0, —1) = 3, etc. Fazer esta funcdo fica como exercicio ao leitor.
Observe que raciocinio acima pode ser generalizado para trés ou mais dimensoes.

Uma outra suposicao implicita na apresentacao dos sistemas formais foi a de que existe uma
quantidade enumeravel® de simbolos do alfabeto. Esta suposicdo é necesséria pois pode-se provar
que nenhuma regra consegue manipular uma quantidade nao enumeravel de simbolos. Contudo,
poder-se-ia criar um sistema em que o alfabeto contivesse uma quantidade nao enumeravel de
simbolos. Como exemplo, o alfabeto poderia ser os niimeros reais.

Nao seria possivel um sistema formal onde a criagao de teoremas fosse feita de maneira continua
? Como definido neste Capitulo, um teorema é obtido depois de n passos, n inteiro. E se n pudesse

60 alfabeto é finito ou os simbolos podem ser colocados em uma relacdo bijetora com os ntimeros naturais.
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ser um numero real 7 Uma regra deveria tomar nao so as premissas como parametros como também
n real. Haveria um continuo entre os axiomas e teoremas. Aparentemente, nada de novo poderia
ser ganho com esta idéia.

Um axioma é um conjunto bem definido de simbolos. Esta é uma suposi¢ao implicita na
definicao de sistema formal. Poderia ser diferente. Um axioma X poderia ser definido como todas
as férmulas B tal que a distancia entre A e B fosse menor do que 1, onde A é uma férmula fixada.
A distancia entre duas formulas poderia ser definida por um algoritmo. Entao o axioma X seria
composto por todas as férmulas cuja distancia de A é menor do que 1. Um axioma é agora uma
nuvem de férmulas, nao apenas uma.

Exercicios Criativos

2.11. Crie e estude o comportamento de um autémato celular de dois estados (branco, preto) e
nfinito em que o proximo estado de uma célula depende de todos os infinitos estados do automato.
Temos algumas sugestoes:

(a) associe o valor 1 a preto e 2 a branco. Para calcular o novo estado de uma célula C, considere
S9 como a soma dos valores das oito células adjacentes a célula C'. FEstas células formam
um anel de oito células ao redor de C. O anel mais externo a esta célula é formado por 16
células cuja soma dos valores € s1. Calcule a soma s = so+ 5 + %2 +.... A célula C serd
preta na prorima geracao se s € impar e branca se s € par;

(b) simule um universo onde cada célula preta é um pedago de massa. Admita que matéria
atrai matéria na proporcao inversa da distancia que os separa. As células pretas iriam
se movimentando no quadriculado se acordo com as atracoes de massa. Cuidado deve ser
tomado para manter contante o numero de células pretas neste universo.

2.12. Discuta a viabilidade de um automato celular que: a) possui dois estados (branco, preto)
b) € infinito e; ¢) o prozimo estado de uma célula depende dos estados futuros das oito células
adjacentes. Como exemplo, o prozimo estado da célula serd preto se o niumero de células adjacentes
pretas € par na quinta geracao a partir de agora. E branco caso contrario.
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Capitulo 3

Calculo Proposicional

Uma légica possui uma parte composta por axiomas, teoremas, provas e regras como definido nos
sistemas formais. Esta parte é chamada de sintaxe pois se interessa apenas pela forma dos axiomas
e teoremas, sem se importar com o que eles significam. Um teorema é apenas uma seqiiéncia de
simbolos que nao significam nada para o estudo sintatico da légica. Quando associamos significado
aos simbolos, os teoremas passam a significar alguma coisa. Esse aspecto de uma légica é chamada
de semantica.

3.1 A Linguagem do Calculo Proposicional

O célculo proposicional (CP) é uma légica bem simples que serd incorporada a légica de primeira
ordem, a ser vista no préximo capitulo. O CP é um sistema formal (pois é uma légica) cuja
linguagem o seguinte alfabeto: =, —, (, ) e as letras V; com inteiros positivos como subescritos:
Vi, Va, ... Os simbolos = e — sao chamados de conectivos primitivos e as letras V; sao as varidveis.
O simbolo — lé-se “negacao” ou “nao é verdade que”. O simbolo — é chamado de condicional
ou implica. Nao se confunda: estes conectivos possuem estes nomes mas sao tao somente simbolos
no papel sem qualquer significado.

As férmulas do céalculo proposicional sao definidas como

(a) uma variavel é uma férmula;
(b) —A e (A—B) sao férmulas se A e B sao férmulas;

(c) férmulas sao descritas apenas pelos itens (a) e (b).

A partir de agora, utilizaremos as letras A, B, C, ... para férmulas do CP. Em A— B, chamamos
A de antecedente e B de consequente.

3.2 Semantica do Calculo Proposicional

O estudo semantico de uma légica é o estudo do significado que podemos dar as férmulas da
linguagem. No calculo proposicional, associaremos o significado esperado (ou trivial, se preferir)
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as formulas. Diremos que estamos “interpretando” o CP. Esta interpretacao é descrita abaixo.

Cada variavel que aparece em uma féormula pode receber um de dois valores: V ou F. Tanto
faz o nome destes valores, poderia ser 0 e 1, T e F, qualquer coisa. A tnica exigéncia é que
sejam valores distintos. Naturalmente, associamos V a verdadeiro e F a falso, o que é apenas uma
associacao feita em nossas mentes e que nao interessa a teoria.

Associando um valor (V ou F) a cada varidvel de uma férmula C', podemos calcular o valor da
formula. Como fazer isto 7 Comecemos pelas férmulas basicas:

—A éVseAfor FeFseAforV,

A—B é Fse A for Ve B for F, V em todos os outros casos.
Os conectivos derivados possuem o significado esperado:

ANB éV se Ae B forem ambos V;
AV B éVse Aou B for V;

A«——B éV se A e B forem ambos V ou se forem ambos F;

3.2.1 Tabelas Verdade

Esta descri¢ao de verdade/falsidade é usualmente colocada em o que chamamos de “tabelas ver-
dade”. A tabela verdade da negacao é

-A
F

v

= <[

Esta tabela diz que, se a formula A for V, = A serda F. E se A for F, = A serd V. Note que ao
invés de colocar A como variavel (V1, Vs, ...) a colocamos como férmula.

A tabela verdade do operador condicional é mostrada abaixo.

A|B|A—B
V|V \Y4
V| F F
F|V \%
F|F \%

A—B é F apenas quando A é V e B é F. Sera que faz sentido considerar A— B verdadeiro
quando A é F e B é V 7 Para responder a isto, temos que recorrer a Matematica, ja que estudamos
Légica Matematica, estudamos os raciocinios validos em Matemadtica. Veja a seguinte deducao,
criada por Smullyan:
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5 = b5(subtraia 1)

4 = 4
22 = 2?%(substitua por algo equivalente)
22 = (—2)*(extraia a raiz)
2 = —2(subtraia 1)
— 3

Naturalmente, esta deducao estd errada, pois se a®> = b?, nao podemos deduzir que a = b. Mas
e a deducao “Se 1 = —3 entao 5 = 5”7 7 Refaca os passos ao contrario e nao encontrara nenhum
erro. A Matematica admite que se A é falso e B é verdadeiro, entao A— B ¢ verdadeiro.

Um outro exemplo, citado por Mendelson [4], é a frase “se x é um inteiro fmpar, entdo x? é
um inteiro impar” onde A é “x é um inteiro impar” e B é “2% é um inteiro impar”. Se x for par,
queremos que a frase inteira seja considerada falsa ? Claramente nao. Entao se x é par temos
um caso onde A é F e queremos que A— B seja V. E por causa de raciocinios como estes, da
Matemadtica, que a tabela verdade de — considera A—— B verdadeiro sempre que A é F.

Em lingua natural, sempre se exige alguma conexao causal entre A e B quando se emprega
a sentenca A—B. Em Logica Matematica, sendo uma disciplina formal, que nada conhece do
mundo fisico, nao se exige nenhuma conexao entre o antecedente A e o conseqiiente B. Entao, as
sentencas abaixo sao verdadeiras na logica que estudamos:

1. se 12 é primo, entao o Sol existe;

2. se 6 é primo, hoje é quarta-feira.

Note que na tultima sentenca, “hoje é quarta-feira” assume V ou F dependendo do dia em que a
frase é lida. Nao interessa se ela é V ou F. A sentenca ¢é verdadeira de qualquer forma.

O CP utiliza alguns conectivos derivados, que nao pertencem a linguagem mas que sao empre-
gados por comodidade. Estes conectivos ja foram definidos mas repetimos aqui a sua defini¢ao:

D1 (AAB) é ~(A——B);
D2 (AV B) é (mA)—B;
D3 (A——DB) é (A—B) A (B—A).

As tabelas verdade destes conectivos podem ser obtidas das tabelas do - e — e sao dadas

19



abaixo.

A|B|AANB
VIV A%
V| F F
F |V F
F|F F
A|B|AVB
VIV \Y%
VI|F \%
F |V A%
F|F F
A| B | A—B
VIV A%
VI|F F
F |V F
F|F \%

Em Portugués (ou outras linguas como Inglés), “A ou B” pode ser utilizado para duas coisas
diferentes:

e ou A ou B mas nao ambas as coisas ao mesmo tempo (ou exclusivo);

e A ou B ou ambos A e B (ou inclusivo).

Em logica, como pode ser comprovado examinando-se a tabela verdade acima, utilizamos o
segundo significado, ou inclusivo.

O operador bicondicional, representado por «— indica que duas sentencas sao logicamente
equivalentes: A«——B é V se e somente se A ¢V quando BéV e AéF quando B é F.

Cada tabela verdade define uma funcao de verdade que contém um argumento para — e dois
argumentos para todos os outros conectivos. O resultado da fungao é V ou F. Assim, a tabela
verdade para — define uma fungao

f- AV Fy—A{V, F}
e, por exemplo, A define uma funcgao
fo V. FY—{V, F}
Cada uma destas funcgoes de verdade serd sempre representada por uma tabela verdade.

Pode-se construir uma tabela verdade para uma férmula qualquer, por exemplo, para (=A A
B)—A:
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A|B|-A|-~AAB| (mAAB)—A
VIV|F F v
V|F| F F v
FIVIV ] V F
F|F |V F Y

Note que colocamos os passos intermediarios na tabela para facilitar o calculo da férmula
completa. As linhas da tabela correspondem a todas as variagoes possiveis das entradas da funcgao
de verdade, que neste caso sao A e B. Se ha n entradas, temos 2" linhas na tabela. Note que A e
B nao sao variaveis da linguagem do CP, mas sim meta-formulas: representam férmulas quaisquer.

Pode-se fazer uma forma abreviada da tabela verdade colocando-se o valor verdade de uma
sub-féormula sob o seu conectivo principal. Vejamos um exemplo:

A/B|(A N B) VvV (= A N = B)
vi(v,v v vV V F V F F V
v r/V ¥ F F F V F V F
r/V|/F F V F V F F F V
F/F|F F F V V F V V F

O valor verdade da férmula (A A B) V (-A A = B) estd sob o conectivo V.

3.2.2 Tautologias

Uma férmula que é sempre verdadeira independente dos valores atribuidos as suas variaveis é
chamada de tautologia. Por exemplo, V;—V; é sempre verdadeira. Utilizando meta-férmulas,
A—A é sempre verdadeiro. A tabela verdade de uma tautologia possui apenas V na coluna que
expressa o resultado:

Al -A|AV-A
V| F \Y4
V| F \Y
F|V \Y
F |V \Y

Assim, AV = A é uma tautologia.

Se uma férmula é sempre falsa ela é chamada de contradigao. Se uma féormula pode ser V ou
F, ela é uma contingéncia.

Definicao 3.1. Se A—B ¢ uma tautologia, dizemos que A implica logicamente B ou que B €
uma consequéncia logica de A.

Definigao 3.2. Se A«——B ¢ uma tautologia, dizemos que A € logicamente equivalente a B.
Suponha que tenhamos uma formula A que utiliza as variaveis Vi, Vs, ... V,,. Nao necessaria-

mente uma férmula utiliza as primeiras n variaveis, mas assumiremos sem perda de generalidade
que sim.!

'Uma férmula poderia ser Vi A Vo—V)g, em que as trés primeiras varidveis nio seriam utilizadas.
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Definigao 3.3. Dizemos que uma seqiiéncia s = (81, S2, ...8,), onde cada s; € V ou F, satisfaz A
se, quando V; assume o valor s;, o valor de A € V.

Por exemplo, vejamos a férmula A =4, Vi V V; e a seqliéncia s = (V, F'). Assumindo que o
valor de V; é Ve o de V3 é F, temos que Vi V V4, é V. Assim, s = (V, F) satisfaz V] V V5. Mas
s = (F, F) nao satisfaz A, pois F'V F = F. Utilizaremos letras gregas para representar férmulas
e =45 para associar a letra a férmula.

Uma seqiiéncia nada mais é do que uma linha da tabela verdade. Entao uma férmula com
n varidveis pode ser testada contra 2" seqiiéncias diferentes (uma para cada linha da tabela ver-
dade). Claramente, uma férmula é tautologia se qualquer seqiiéncia s a satisfaz. Uma férmula é
contradi¢ao se nenhuma seqiiéncia s a satisfaz.

A tabela verdade para uma férmula A define uma funcdao de verdade f, que toma como
parametros valores para as varidveis envolvidas.? Por exemplo, a férmula A =4 V1 V V5 define
uma fungao fu tal que fa(V,V) =V, fa(V,F) =V, fa(F,V) =V e fa(F,F) = F. Os parametros
para esta funcao sao precisamente as sequiéncias de que falamos acima. Assim, podemos escrever,
em um abuso de linguagem, que se s = (V, F'), entao fa(s) = V.

Proposicao 3.1. Se A e A— B sao tautologias, entao B € uma tautologia.

Prova. Provaremos por contradicao. Assuma que A e A— B sao tautologias mas B assuma o
valor F para alguma atribuicao de valores as variaveis de A e B. Isto é, existe uma seqiiéncia s
tal que a fungao de verdade de B, fp, assume F com s: fg(s) = F. Nesta atribuigao de valores,
A possui o valor V, fa(s) =V, pois é uma tautologia. Entao temos que A— B é F pela tabela
verdade de —. Contradicao, pois assumimos que A— B ¢é uma tautologia. O

Proposicao 3.2. Se A ¢ uma tautologia contendo as variaveis Vi, Vs, ... V,, e B € criada a partir
de A pela substituicao de V; por B;, entao B € uma tautologia.

Observacao: note que B; é uma férmula qualquer. Por exemplo, V;—V; é uma tautologia e
entao o teorema nos diz que (Vo A Vo)— (Vo A V3) é uma tautologia, pois substituimos V; por uma
férmula qualquer (no caso, Vo A V). Da mesma forma, (A«—B V C)—(A«—B V C) é uma
tautologia. Note que uma meta-férmula pode substituir uma variavel de A. Contudo, ao provar
teoremas, sempre assumimos que temos uma férmula da linguagem do CP no lugar de B ou de
qualquer meta-férmula.

Prova. Suponha que A é tautologia. Entao qualquer atribuicao de valores as variaveis de A, esta
férmula tera o valor V. Considere uma atribuicao de valores, dada por uma seqiiéncia s, para
as variaveis de B. Se preferir, imagine uma linha da tabela verdade de B, com valores V ou F
atribuidos as varidveis de B (que nao necessariamente sao iguais as de A — B pode ter mais ou
menos varidveis e possivelmente as variaveis sao diferentes das de A). Queremos saber o valor

verdade de B para esta atribuicao. As formulas B;, Bs, ... B, terao os valores verdade wi, wo,
. wy, (cada um deles ¢ V ou F). O valor de verdade de B ¢ exatamente o valor de verdade de
A com as varidveis de A assumindo os valores wy, ws, ... w,. Mas este valor é V, pois A é uma

2Nao se confunda: nas tabelas verdade apresentadas utilizamos A, B, etc que sdo meta-férmulas. Estamos
aqui falando de uma tabela que emprega férmulas da linguagem e que, portanto, ndao podem ter meta-formulas.
Obrigatoriamente a formula deve empregar variaveis Vi, Va, ...
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tautologia. Entao o valor de verdade de B é V. Como consideramos uma atribuicao de valores
qualquer para B (genérica), B é sempre V, uma tautologia. Isto é, podemos pegar qualquer linha
da tabela verdade de B que o raciocinio acima se aplica. O]

Proposicao 3.3. Considere A uma formula dentro da qual hd uma ou mais ocorréncias de uma
formula B. Seja A" a formula obtida a partir de A pela troca de uma ou mais ocorréncias de B
por B'. Entao

(B B')— (A A')

Observagao: por exemplo, a férmula V;— (V5 A V3) utiliza a subférmula (Vo A Vi), que seria B no
teorema. B pode aparecer uma ou mais vezes em A, como em (V3 V (Vo A V3))—(Va A V3).

Prova. Deixada a cargo do leitor. [

Algumas equivaléncias logicas do CP, dadas abaixo, sao largamente utilizadas. Como um bom
exercicio, prove algumas delas utilizando tabelas verdade.

Lema 3.1. Sdo logicamente equivalentes:

() (ANB)AC
(¢) (AVB)VC
(r) ~(A——B)

AN(BACQ) (Associatividade do N)
AV (BVC) (Associatividade do V)
A+———-B

(a) A—(B—C) e (AN B)—C

(b) AN(BVC) e (ANB)V (ANC) (Lei distributiva)
(c) AV (BAC) e (AVB)A(AVCO) (Lei distributiva)
(d) (ANB)V—-B e AV -B

(e) (AVB)AN-B e AN-B

(f) A—DB e -B——A

(9) A—DB e B——A

(h) (A—B)——C ¢ Ae——(B—C)

(i) A—B e (ANB)V (mAAN-B)

(j) =(AV B) e —~AN-B (De Morgan)

(k) (AN B) e -AV-B (De Morgan)

(1) AV (AN B) e A

(m) AN (AV B) e A

(n) ANB e BAA

(o) AV B e Bv A

Como exemplo, provaremos (i) utilizando uma tabela verdade.

A/B|A «— B|(A N B) VvV (- A AN = B)
viviv v v,V vV VvV V F V F F V
v r/V ¥ F|V F F F F V F V F
F|V)F F V|F F V F V F F F V
F/F/F V F|F F F V V F V V F
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Lema 3.2. Assumindo que T € uma tautologia e 1 € uma contradi¢do, os sequintes pares de
formulas sao equivalentes:

(1) TNA eA
(2)TVA eT
(3) LANA el
(4) LVA eA

A veracidade destas afirmacoes podem ser facilmente conferidas utilizando a tabela verdade do
ANeV.

Utilizando as tabelas acima, podemos partir de uma férmula complexa e chegar a outra mais
simples e logicamente equivalente a primeira. Por exemplo, reduziremos algumas férmula a formas
mais simples.

(2) (AN (A B)e—s(~B—smaA))) V (AA (B V A))

Definindo 7 como (A— B)+—(-B———A4)), a férmula acima se transforma em

“(AANT)V(AN(BVA)

por (n), AA7T é equivalente logicamente a 7 A A e, por (1), 7 A A é equivalente a A:
AV (AN (BVA))

por (0), BV A é equivalente logicamente a AV B e, por (m), AA (AV B) é equivalente a A.
A férmula final é

-AV A

(b) (BAC)V(AN-BAC)V(mAAN-BACQC)
Substituindo =B A C por D, temos
(BAC)V(AAND)V (-ANAD)
utilizando (c) e (q), temos
(BANC)V ((AND)V—=A)A((AND)V D)
utilizando (c) e (o), temos
(BAC)V ((mAVA)AN(mAVD)AN((DVA)A(DV D))
utilizando (1
(B ANCYV ((mAVD)A((DV A)AD))
de (n) e (m) obtemos
(BANC)V ((mAV D)AD)
de (n) e (m) obtemos
(BANC)V D
substituindo D por =B A C,

) e o fato de que D V D é logicamente equivalente a D, obtemos
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(BAC)V (-BAC)

utilizando (c), obtemos
(BAC)V=B)AN((BANC)VC)

utilizando (o) e (1),

(BAC)V-B)AC

utilizando (c),

(=BVB)AN(=BVC))ANC

utilizando (1), j& que (=B V B) é uma tautologia,
(=-BVC)ANC

utilizando (n) e (m),

C

Pode-se determinar se algumas frases sao logicamente corretas convertendo-as para férmulas
do célculo proposicional. Cada pedaco da frase que pode assumir os valores verdadeiro ou falso é
convertido para uma letra da férmula. Como exemplo, “Se eu estudar e o professor fizer uma prova
facil, eu vou tirar 10. Se o professor fizer uma prova facil e eu nao estudar eu também vou tirar 10”
pode ser convertido para ((A A B)—C) A ((B A —A)—C). Esta férmula pode ser simplificada
para B—C', que é “Se o professor fizer uma prova facil, entao eu vou tirar 10”.

Exercicios Triviais

3.1. (i5d1) Ezxplique: a tabela verdade dada abaizo na verdade representa infinitas tabelas verdade.

-A
F

V

ﬁj‘<‘::>

3.2. (i8d1) Escreva a tabela verdade do “ou” exclusivo.
3.3. (i2d1) Quais os nomes, em Portugués, dos operadores =, — € «—— ¢

3.4. (i5d1) Defina tautologia e contradi¢ao.

Exercicios de Treinamento

3.5. (i4d1) Podemos afirmar que, na Matemdtica, (7 <1)—(0=0) ? E(7T<1)—(0=1) ? Se
sim, faca uma prova informal destes dois “teoremas”.

3.6. (i5d3) Dada a férmula A— B podemos dizer que A implica logicamente B ? Dada a férmula
A«—— B podemos dizer que A € logicamente equivalente a B ¢
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3.7. (13d2) Prove: se A e A— B sdo tautologias, entao B é uma tautologia.

3.8. (i3d3) Considerando que (A—B) € logicamente equivalente a (A V B), entdo a formula
C A ((A—B)+«—0C)

¢ logicamente equivalente a formula
CA((mAV B)«—()

? Qual teorema garante isto ¢

3.9. (i4d3) Simplifique as sequintes formulas

(a) (((AV B) A (+B))—A)
(b) =—~A——((AA B) V -A)
(c) ~(AA-B)V (A—B)
(d) ~((A—=B) A~(AAC))

(e) AVvB—B

3.10. (i4d2) Construa a tabela verdade para
(A—B) A (A——DB) e
(A—(B—0))—((A—B)—(A—D)).

3.11. (i4d2) Usando tabelas verdade, prove que as formulas sequintes sao tautologias.

(a) ~—A——A

(b) (A—B)«—(=AV B)

(c) ~(ANn~4)

(d) (((Av B)A(=B))—A4)

(e) ANB—A

(f) A—(A A A)

3.12. (i5d}) Represente A—B ¢ A—B utilizando apenas os conectivos =, A e V.

3.13. (i5d4) Pode-se representar AN B, AV B e = utilizando-se apenas — e «— ?
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3.14. (i4d3) Encontre uma formula correspondente a sequinte tabela verdade:

o < < < <
e < < e < <
<= <= <= <] Q
< SIS TSI S

3.3 Conjunto Adequado de Conectivos

A linguagem do céalculo proposicional deste manual utiliza apenas os conectivos = e —, chamados
de conectivos bésicos. Todos os outros sao derivados a partir deles (A, V e «—). Uma pergunta
entao surge naturalmente: poderiamos utilizar outros conectivos como basicos 7 Poderiamos
utilizar A e V, por exemplo 7 Ou A e = 7 Deixemos de lado esta questao e estudemos outra: as
férmulas que utilizam os conectivos = e — conseguem gerar todas as tabelas verdade possiveis ?
Refinando a pergunta, as férmulas de duas variaveis conseguem gerar todas as tabelas verdade que
utilizam duas varidveis 7 As férmulas de trés variaveis conseguem gerar todas as tabelas verdade
de trés variaveis 7 Poderia acontecer que, por exemplo, uma férmula de duas varidveis nunca
poderia dar origem a seguinte tabela verdade:

=| =] <[ <=
w\<\m\<\m
ﬂj‘<"ﬂ"‘d‘ ~

Isto nao seria bom, pois significaria que o CP nao consegue dar conta de todos os raciocinios
possiveis — ela nao conseguiria expressar a realidade. Entao perguntamos: — e — conseguem
n , . , ., .
gerar todas as 22" tabelas possiveis para férmulas de n varidveis ?

A resposta a esta pergunta é sim. Mas o raciocinio para tanto nao é ébvio. Veremos o porqué

desta resposta em partes.

Definicao 3.4. Uma disjuncao ¢é uma seqiiéncia de formulas separadas por . Por exemplo,
AV BVC.

Definicao 3.5. Uma conjungao ¢ uma seqiiéncia de formulas separadas por N. Por exemplo,
Vi A Vy. Naturalmente, uma dnica formula é ambas uma disjun¢ao e uma conjuncao (a seqiéncia
possui uma formula).

Proposicao 3.4. Cada funcdao de verdade é gerada por uma formula envolvendo apenas os conec-
tivos 7, N\ e V.
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Observagoes: a cada fungao de verdade corresponde a uma tabela verdade que contém uma varidvel
para cada argumento da funcao e uma férmula que corresponde ao resultado da funcao. Por
exemplo, para a fungao verdade fr onde fA(V,V) =V e fA(V,F) = fA(F,V) = fo(F,F) = F,
temos a tabela verdade

ANB

< <|
o< <|®
| | | <| >

onde, a cada linha, o primeiro e o segundo valores correspondem ao primeiro e segundo argumentos
da funcao.

Antes de provar o teorema, mostraremos um exemplo. Considere a fungao f dada pela seguinte
tabela verdade:

= <] <) =<
o< <| S
<l <|Hl <

A férmula correspondente ao resultado é A, que tentaremos encontrar. Observe que Vi A V5 assume
o valor V se os valores de V] e V5 forem os da primeira linha da tabela. Da mesma forma, =V; A V5
assume V se os valores das varidveis forem os da terceira linha e =V} A =V, assume V se os valores
forem os da quarta linha. Considerando que A assume V se as varidveis assumirem os valores da
primeira, terceira ou quarta linhas da tabela (observe o “ou”), podemos deduzir que A é

(Vi AVe) V(=i AVR) V (2V1 A =Va)

Quando os valores assumidos forem os da primeira linha, a férmula (V; A V5) serd verdadeira e,
como temos um “ou” de expressoes, o valor da férmula toda serd V. O mesmo se aplica a linhas
trés e quatro. Mas e se os valores forem os da segunda linha ? Entao o valor de A é F. Vejamos
porqué. Tome uma subférmula qualquer de A, como (=V; A =V4), correspondente a quarta linha.
Esta subférmula sé é verdadeira se os valores de V] e V5 forem exatamente F e F. Entao tomando os
valores de uma outra linha, como os da segunda linha, o valor desta subférmula serd F. Aplicando
os valores da segunda linha, V e F, para as outras subférmulas (V; A V3) e (=V) A V3), verificamos
que o resultado é F e F. Isto sempre ocorrerd porque a segunda linha possui pelo menos um
valor diferente de qualquer outra linha. Por exemplo, o segundo valor, F' de V5, correspondente a
segunda linha, é diferente de V que aparece como valor de V5 na primeira linha. Todos os valores
da segunda linha diferem dos da terceira linha.

O que conseguimos ? A féormula A é uma composta por diversas férmulas separadas por “ou”
e todas elas assumem o valor F se a valoragao é aquela da segunda linha. O valor de A é F V F
V F, que é F. Entao obtemos o resultado esperado; isto €, A realmente produz os mesmos valores
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que a tabela verdade.

Observe que foi fundamental para a construcao de A o fato de que, se tivermos varias férmulas
separadas por “e”, entao o resultado é F se uma das féormulas é F. E se tivermos varias formulas
separadas por “ou”, o resultado so sera F se todas as férmulas forem F.

A prova do teorema é baseada neste exemplo.

Prova. Assumiremos que as variaveis sao Vi, Vs, ... V,. Para cada linha da tabela verdade, cada
uma destas varidveis assume o valor V ou F. Na linha i, seja C; a férmula U A Ui A ... A U! onde
U} ¢ V; se a varidvel V; assume o valor V e U;f ¢ 2V, se V; assume F. Seja A a férmula que ¢é a
disjuncao de todos os C;’s onde o resultado da fungao é V (a ultima coluna é V). Ou seja, A é
Ci,VCi, V..V 0 onde C;, C,,, ... C;, correspondem a todas as colunas onde o resultado é V.
Claramente, ha k linhas onde o resultado é V. Se nao ha nenhuma linha onde o resultado é V,
entao A é Vi A = A1, uma contradicao.

Afirmamos que A corresponde a esta tabela verdade. Suponha que as variaveis Vi, Vo, ... 'V,
assumam os valores da linha ¢ da tabela. Se o resultado, que esta na ultima coluna desta linha, for
V, entao C; sera V e todos os outros C}, serao falsos, resultando em A verdadeiro. Se as varidveis
assumem os valores de uma linha cujo resultado é F, entao todos os C; serao falsos, pois, para
cada C;, pelo menos um dos valores U ; assumira F, ja que duas linhas da tabela diferem em pelo
menos um valor verdade para as variaveis. Como A é um “ou” de C;’s, A assume F. Conclui-se
que a féormula A tal como construida representa a tabela verdade. O

Proposicao 3.5. Cada tabela verdade corresponde a uma formula contendo apenas = e —.

Prova. Pelo teorema acima, pode-se representar uma tabela verdade por uma férmula contendo
apenas -, V e A. Mas férmulas que utilizam V e A podem substituidas por férmulas logicamente
equivalentes com — e —. Confira que as férmulas abaixo sao tautologias:

(AN B)—(-(A——DB))
(AV B)«——(-A—DB)

Concluimos que qualquer tabela verdade corresponde a uma férmula contendo apenas - e —. [J

Proposicao 3.6. Cada tabela verdade corresponde a uma formula contendo apenas — e N\ ou
apenas — e V.

Prova. De acordo com a Proposicao 3.4, cada tabela verdade pode ser gerada utilizando-se apenas

-, A e V. Mas o “ou” légico pode ser obtido a partir do “e” e vice-versa. As férmulas abaixo sao
tautologias.

(AN B)———=(=AV -B)
(A V B)<—>—|(—|A A —|B)
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Mas sera que conseguimos, para cada tabela verdade, uma féormula que utilize apenas V e A 7
A resposta é nao.

Proposicao 3.7. Uma formula com o conectivo = nao pode ser transformada em uma formula
logicamente equivalente que utilize apenas A\ e V.

Prova. Considere a mais simples de todas as tabelas verdade, a tabela do —:

Vi |-V
A
F|lV

Suponha que seja possivel representar esta tabela por uma férmula B que utilizem apenas V e
A. Como a tunica variavel é Vi, B deve ser utilizar apenas conjuncoes e disjunc¢oes utilizando V7,
algo como

Vin((Viv) A(Vi AVL))V W)

Mas nao ¢ dificil de ver que esta férmula é logicamente equivalente a férmula “V4”, pois as
formulas V43 A Vi e Vi V Vi sao logicamente equivalente a V. Portanto B nao nega Vi, apenas
preserva os valores verdade das variaveis. O

Quantos conectivos de uma varidavel podemos construir ? Dois, pois existem duas tabelas
verdade com uma variavel:

Alh Alf
AR Vv
F|V F|V

H4 2% conectivos diferentes que tomam duas varidveis como parametros, como A, V, — e <.

Proposicao 3.8. E possivel construir qualquer tabela verdade utilizando apenas um conectivo
bindrio.

Prova. Considere o conectivo |, negagao conjunta (joint denial), cuja tabela verdade é

Al B

| < <| >
o <= <|®
<| | = |«

Como pode ser facilmente conferido, ~A«—(A | A) e (AANB)«—((A | A) | (B | B)) sao
tautologias. Como qualquer tabela verdade pode ser construida utilizando-se apenas — e A, pode-
se construir qualquer uma utilizando apenas |. O
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De fato, existe um, e apenas mais um, conectivo bindrio que sozinho pode construir todas
as tabelas verdade. E o conectivo “negacao alternativa” (alternative denial) dado pela tabela
verdade

| | < <
| <| | <| @

e
< <|</=5

Definigao 3.6. Uma formula estd na forma normal disjuntiva (FND) se ela é uma disjungdo
consistindo de uma ou mais subformulas, cada uma das quais € uma conjuncao de uma ou Mais
varidveis ou negagao de varidveis. Por exemplo, as formulas

(Vi AVa A=13) V (-Vs A V) V 1A
Vi

-V

ViA Vs

estao na forma normal disjuntiva. Observe que os trés ultimos exemplos se enquadram na defini¢ao.

Definigao 3.7. Uma férmula estd na forma normal conjuntiva (FNC) se ela € uma conjungao
consistindo de uma ou mais subformulas, cada uma das quais € uma disjun¢ao de uma ou Mmais
varidveis ou negacao de varidveis. Por exemplo, as formulas

ViV VeVl A (Ve VIB) AV
Vi

—Vy

ViV Vs

estao na forma normal conjuntiva. Observe que os trés ultimos exemplos se enquadram na defini¢ao
e que estao ambas, na forma normal disjuntiva e conjuntiva. O mesmo se aplica a Vi A Vs.

Podemos utilizar meta-varidveis para descrever uma férmula: (A A B) V (-B A C) estd na
forma normal disjuntiva (FND). A, B e C' sao meta-varidveis: representam quaisquer varidveis
da linguagem do cédlculo proposicional, que sao Vi, V5, Vi3, ... O que queremos dizer é qualquer
formula obtida pela substituicao de A, B e C por variaveis da linguagem é uma férmula na FND.

Proposicao 3.9. Toda formula A € logicamente equivalente a uma féormula na forma normal
disjuntiva.

Prova. Construa a tabela verdade de A. Por um dos teoremas acima, existe uma féormula logica-
mente equivalente a A na FND. O]
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Proposicao 3.10. Toda formula A € logicamente equivalente a uma formula na forma normal
conjuntiva.

Prova. A prova serd feita por construcao da férmula B equivalente logicamente a A e na FNC.
——A é logicamente equivalente a A,

A<—>—|—|A
Pelo teorema anterior, existe uma férmula B’ na FND que é logicamente equivalente a —A:

A<—>—|(—|A)<—>—|B/

Aplicando — a B’, obtemos uma férmula B na FNC que é logicamente equivalente a A. Por
queé ? E facil provar que =(A; V Ay V ...V A,,) é logicamente equivalente a = A; A=Ay A ... A —A,
e que (A3 A Ay A ... A A,) é logicamente equivalente a = A; V = Ay V... V 2A,. Isto se segue do
fato que (A A B)«—(—AV -B) e 7(AV B)«——(=A A =B) sao tautologias. Portanto, quando se
aplica = a uma férmula na FND, obtém-se uma FNC e vice-versa. Note que uma prova rigorosa
da afirmagao acima pode ser feita utilizando-se indugao finita.

Tomando-se A, obtemos —A na FND (que é B’) e, aplicando — nesta férmula, obtemos uma
formula na FND que é equivalente a A:

A<—>—|(—\A)<—>—\B'<—>B

Considere novamente a tabela verdade

| < < =
o <= <) S
< <|H| <

Ao invés de construir a féormula A na FND, podemos encontrar A na FNC. Basta tomar as
linhas onde A assume o valor F e construir a FNC. Entao A é -V;VV,. De fato, podemos simplificar
A encontrado anteriormente e chegar a este resultado:

(ViAVo) V (2VEA V)V (2VE A =Vs)
VinVo) Vv (=2ViA (Vo v —l)))

(Vi AVR) Vv =1,
(Viv=WV)A (Vo v =)

VoV =1y

ViV Va
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A férmula resultante nao possui nenhum A mas mesmo assim esta na FNC.

Exercicios Triviais

3.15. (i4d1) Quais das formulas abaizo estao na FNC ? E na FND ?

(a) FAAB)VCAA

(b) 4,

(c) Ay A B. Esta € uma formula ?
(d) (——AAB)V(=BAC)

() A5V (A1 A=Az N\ —A5) VA,
(f) AV —B. Esta é uma formula ?

Exercicios de Treinamento

3.16. (i4d2) Encontre uma férmula na FND que seja logicamente equivalente a formula encontrada
no exercicio 3.14.

3.17. (15d2) Encontre uma formula na FND correspondente a sequinte tabela verdade:

o | ] < < < s e
o | < < e e < < |
o < < < = Q
o< < s | | | <)

3.18. (i5d2) Encontre uma formula na FNC e outra na FND correspondente a sequinte tabela
verdade:

5| 5| <| <]~
EEEEL
EEEEE
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3.19. (i2d3) Quantas tabelas verdade com n varidveis existem ? Justifique.

3.20. (i2d4) Prove que ~(A; V Ay V ...V A,) € logicamente equivalente a =A; A=Ay A ... N A,
utilizando inducao finita em n.

3.21. (i2d4) Prove que Ay—(Ay—(A3— ... —A,))...)—B) € logicamente equivalente a
Al/\Ag/\/\An—>B

3.4 Sintaxe do Calculo Proposicional

Os esquemas de axiomas do calculo proposicional sao:

(A1) (A—(B—A4))
(A2) (A—(B—C))—((A—B)—(A—()))
(A3) (wB——A)—((-B—A)—DB))

Note que estes sao nao axiomas e sim esquemas de axiomas. Cada um deles representa infinitos
axiomas. Um axioma é uma férmula e, por exemplo, (A—(B——A)) ndo ¢ uma férmula, pois
nao pode ser obtido pela regra dada acima para a obtencao de férmulas. As letras A e B sao
meta-férmulas: elas representam férmulas e existem fora da linguagem do CP.

Como exemplo, a partir do esquema de axioma (a), podemos obter os seguintes axiomas:
1. (Vi—(Vo—V1)), com Vi, que é uma férmula, substituindo A e V5 substituindo B;
2. (Vi—((Vs—=V2)—V])), com As——Vj, substituindo B ;

3. (=Vi—(Va—=11)), com —V; substituindo A;.

A tnica regra de inferéncia do cdlculo proposicional é o Modus Ponens (MP): a partir de A e
A— B, deduzimos B.

Definicao 3.8. Um sistema formal, como o CP, é chamado de teoria formal ou simplesmente
teoria.

Definicao 3.9. Uma teoria € axiomatizdvel se existe um algoritmo que diz se uma formula é um
azrioma ou nao.

O célculo proposicional é claramente axiomatizavel.

Definiremos agora outros conectivos légicos a partir de = e —:

D1 (AAB) é -(A——B);
D2 (AV B) 6 (~A)—B;
D3 (A—DB) é (A—B) A (B—A).
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Estes sao chamados de conectivos derivados. Estas defini¢oes sao tao somente abreviaturas: uma
férmula V; A V,, por exemplo, é apenas a abreviatura de —(A;———A43). Os conectivos A, V e «—
leém-se “e”, “ou” e “se e somente se”. O conectivo «— é chamado de bicondicional.

Para facilitar a escrita e leitura de férmulas, omitiremos os parénteses sempre que nao hou-
ver ambigiiidade. E convencionaremos que os conectivos logicos seguem a seguinte ordem de
precedéncia, do maior para o menor: —, A, V, — e «—. Apesar de A ter maior precedéncia do
que V, usualmente nao escreveremos AA BV C e sim o mais legivel (AA B)V C. Os conectivos sao
associados a esquerda: se B estiver entre dois conectivos iguais, B é associado com o conectivo da
esquerda. Assim, A— B—C ¢é o mesmo que (A—B)—C.

Com esta convencao, as formulas podem ser escritas de maneira mais legivel:

férmula original ‘ formula resumida
(mA)—(BAC) —~A—BAC
(A—B)—C)——((BAA)A D) | A—B—C+«—BANAAD
Definicao 3.10. Uma prova € uma seqiiéncia Ay, A, ... A, de formulas tal que, para cada i, A;

¢ um azioma ou € deduzido por MP a partir de A; e Ay, onde j, k < i e Ay, €igual a Aj—A;. Note
que A; deve ser um axioma, ndao um esquema de axioma. Uma prova envolve apenas elementos
da linguagem, nenhum meta-elemento pode estar presente, como A e B, que sao meta-formulas
(representam formulas e estao fora da linguagem do CP). Contudo, como um abuso de linguagem,
chamamos de “prova” sequéncias que empregam méta-formulas.

Definicao 3.11. A formula B é um teorema do CP se B aparece como ultimo elemento de
uma prova em CP: existe uma prova Ay, As, ... A, e A, = B. Como um abuso de linguagem,
chamamos de “teorema” sequéncias que empregam méta-formulas, como A—A. Rigorosamente
falando, A—A € um “esquema de teorema” a partir do qual podem ser produzidos teoremas
substituindo-se A por qualquer férmula. A propdésito, provaremos adiante que A— A € realmente
um “teorema” do CP.

Definicao 3.12. Se existe um algoritmo para decidir se B é um teorema de um sistema formal,
entao dizemos que este sistema é decidivel. Caso contrario, o sistema é indecidivel. O cdlculo
proposicional € decidivel.

Observe que, se as regras de inferéncia permitem que as formulas apenas cresgcam de tamanho,
entao o sistema formal é claramente decidivel. Se quisermos saber se uma certa seqiiéncia T
é teorema, basta, a partir dos axiomas, ir deduzindo todos os teoremas possiveis. A cada passo
aplicam-se as regras a todos os teoremas ja deduzidos, sempre que for possivel. Quando o tamanho
de todos os teoremas obtidos em um certo passo for maior do que o tamanho de T, podemos parar
com as dedugoes. Se T nao tiver sido deduzido até este ponto, nunca mais o serd, pois deste passo
em diante apenas se obterao teoremas maiores do que T.

Um sistema s6 é indecidivel se houver uma regra que diminui o tamanho de algum teorema. No
calculo proposicional, utilizamos MP como tnica regra de inferéncia. E MP produz um teorema
que é menor do que um dos teoremas de “entrada” (de A e A— B obtemos B e B é menor do
que A—B). Mesmo assim o CP é decidivel.
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Para compreender melhor este ponto, suponha que tenhamos uma seqiiéncia de nimeros inteiros
comecando por 5 e 7. A partir destes nimeros iniciais, temos duas regras para produzir mais
nimeros:

1. soma-se dois niimeros que ja estejam na seqiiéncia;

2. toma-se um nimero primo na seqiiéncia e some 6 a ele.

Por estas regras, produziriamos 5, 7, 11, 12, 13, 17, 19, 21, ... Para saber se certo numero k
aparece na seqiiéncia, basta fazer um algoritmo que produza a seqiiéncia em ordem crescente. Se
encontrarmos um numero maior do que k antes de encontrar k£ certamente este nimero nao esta
na seqiiéncia, ja que dai em diante apenas ntimeros maiores serao obtidos.

As coisas nao ficam tao simples se colocarmos uma regra que diminua o nimero: se a soma
dos digitos de um nimero da seqiiéncia for um nimero primo, adicione este niimero a seqiiéncia.

Se surgir um numero como 75146 na seqiiéncia, teremos que acrescentar o numero 7 + 5 +
1 4+ 4+ 6 = 23. Mas pode ser que 23 nunca seja acrescentado. Ou que ele s6 aparareca depois
que bilhoes de niimeros tenham sido produzidos. No exemplo simples acima, é bem provavel que
exista um algoritmo que diga se 23 apareca na seqiiéncia. Mas em outros casos o algoritmo nao
existe. Isto é equivalente a um sistema formal ser indecidivel: nao existe algoritmo que diga se
uma férmula é teorema; isto €, se ao produzirmos uma lista com os teoremas, algum dia a férmula
aparecera nesta lista. Observe que nao estamos afirmando que ¢é dificil conseguir o algoritmo. Se
o sistema é indecidivel, o algoritmo simplesmente nao existe.

Concluindo, se as regras apenas aumentam o tamanho dos teoremas, o sistema formal ¢é de-
cidivel. Se pelo menos uma regra produz um teorema menor do que uma das entradas, entao o
sistema pode ser decidivel ou indecidivel.

Definicao 3.13. Uma formula A é uma conseqiiéncia de um conjunto I' de formulas se e somente
se (sse) hd uma sequéncia Ay, As, ... A, de formulas tal que A = A, e, para cada i, A; € um
azioma ou A; € I' ou € deduzido por MP a partir de A; e Ay, onde j, k < i e Ay é igual a Aj—A;.
Esta seqiiéncia € uma prova de A a partir de I'. As formulas de ' sao as hipdteses ou premissas
de A. Escrevemos I' = A. Se I' contiver um numero pequeno de formulas, podemos escrevé-las
sem o { e} que delimitam o conjunto. Por exemplo,

B,CFHA
08 1NVES de

{B,C}+ A
Utilizaremos I, A& B para indicar que B é uma conseqiiéncia do conjunto I' U {A}.

Podemos escrever = A para dizer que A é um teorema do calculo proposicional. Se houver

duvidas quanto ao sistema formal que estamos utilizamos, podemos indica-lo explicitamente:
Fep A

Faremos agora uma prova utilizando o CP.

Lema 3.3. Para qualquer formula A, H A—A.

Prova.
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1. (A—((A—A)—A))—((A—(A—A))—(A—A)), férmula obtida a partir do es-

quema de axioma A2;
2. A—((A—A)—A), instancia de Al,;
3. (A—(A—A))—(A—A), obtido de MP usando 1 e 2;
4. A—(A—A), instancia de Al

5. A— A, obtido de MP usando 3 e 4.

Observe que A— A é de fato um “esquema de teorema”, ja que A é uma meta-férmula.

Veremos agora alguns meta-teoremas simples do CP. E de agora em diante chamaremos os
meta-teoremas simplesmente de “teoremas”.

Lema 3.4. Se ACT' e AR A, entao ' H A.

Prova. A adicao de premissas nao altera em nada a prova de A. O

Lema 3.5. I' = A sse? hd um subconjunto finito A de I' tal que A A.

Prova. = Segue do fato de que apenas um numero finito A de férmulas de I' sao utilizadas na
prova de A.

<= Se um numero finito A de férmulas ja é suficiente para provar A, pode-se acrescentar
outras férmulas pelo Lema 3.4. ]

Lema 3.6. Se A+ A e, para cada B em A tivermos I' = B, entao I' F A.

Prova. Na prova de A usando as férmulas de A, substitua cada férmula de A pela sua prova
utilizando I'. Obtemos uma prova de A utilizando I' e I - A. ]

Teorema 3.1. (Teorema da Dedug¢ao) Considere as formulas A e B e um conjunto de formulas
. Se
IAFB
entao
'-A—B
Tomando I' = 0, temos que, se A+ B, entao - A—B.

Prova. Observe que de I'y A - B para ' H A— B retiramos uma férmula das premissas, o que
torna as coisas mais dificeis, pois temos que provar A— B a partir de menos férmulas do que
antes.

3se e somente se
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Utilizaremos indugao sobre o nimero de elementos da prova de B. Seja By, Bs, ... B,, uma
prova de B a partir de T' U {A}. Naturalmente, B = B,. Provaremos que I' - A— B, para
1 <7< n. A hipétese de indugao (HI) é:

HI: dada uma deducgao I'; A + By, temos I' = A + By, para k < n.
Provaremos primeiro o caso base, ' - A— By dado que I'; A+ B;. Mas B é:

1. um axioma;
2. uma férmula de I

3. A.
Nos casos 1 e 2, podemos construir uma prova para A— B; a partir de I":

1. Bj—(A—B,), instancia de Al;
2. By, pois By ou é um axioma ou pertence a I’;

3. A—B;, MP utilizando 1 e 2.

No caso 3, temos A— A (j& provado) e B; = A, de onde obtemos A— B;.
Em qualquer caso, nao utilizamos A como hipdtese, apenas I'. Logo, I' - A— Bj.

Suponha agora que I'; A + By, implica que I' b A— By, para k < n (hip6tese de induc¢ao).
Entao B, é:

e um axioma;
e uma férmula de I';
o A:

e uma deducao por MP a partir de férmulas anteriores.

Os casos 1, 2 e 3 sao tratados como anteriormente. Resta o caso 4 e, neste caso, ha férmulas
B,, e Bj, 1 <m,j < n, tais que B, é deduzido por MP a partir de B,, e B;, onde B; ¢ igual a
B,,—B,,. A deducao de B,, é algo como

1. By
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j. Bn—sB,

n. B, obtido por MP com m, j.
Pela HI, ' - A—B,, e ' H A—(B,,—B,,) e jd podemos construir uma prova para A— B,,:

1. (A—(B,,—B,))—((A—B,,)—(A—B,)), instancia do axioma 2;
2. A—(B,,—B,,) pela HI;

3. (A—B,,)—(A—DB,), MP com 1 e 2;

4. A—B,, pela HI;

5. A—B,,, MP com 3 e 4.

Logo I' - A—B,,. ]

Observe que, se I' - A— B, entao claramente I'; A = B. Vejamos porqué: assumindo A—B
e tomando I' e A como premissas, podemos utilizar MP para deduzir B. E entao I'; A - B. Logo
vale o se e somente se no teorema acima.

Mostraremos alguns teoremas importantes do Céalculo Proposicional, alguns sem a correspon-
dente prova.

Lema 3.7. A—B, B—(CHF A—C
Prova. Provaremos A— B, B—C', AF C.
1. A— B por hipédtese;
2. B—(C por hipétese;
3. A por hipétese;
4. B, MP com 1 e 3;

5. C, MP com 2 e 4;

Pelo Teorema da Deducao, temos A—B, B—(C + A—C. ]

Lema 3.8. A—(B—C), BF A—C
Prova. Provaremos A—(B—C), B, A+ C

1. A—(B—C) por hipdtese;

2. A por hipotese;
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3. B—C, MP 1e2
4. B por hipotese
5 C,MP 3e4

Pelo Teorema da Deducao, temos A—(B—C'), B+ A—C. O

Lema 3.9. Para quaisquer formulas A, B e C, as formulas sequintes sao teoremas do CP:

(a) ~—A——A

(b) A—s-mA

(c) ~A—(A—B)

(d) (-B—~4)—(A—B)
(€) (A—B)—(~B——4)
(f) A—(=B—=(A—B))

(&) (A—B)—((-A—B)—B)

Exercicios Triviais

3.22. (i5d1) Rigorosamente, é A— B realmente uma férmula do CP ¢ FEzplique o que € uma
meta-formula.

3.23. (i5d1) Explique o que é um esquema de azioma. E A—(B—A) realmente um azioma ?

3.24. (i5d1) Remova o maior nimero possivel de parénteses das sequintes formulas

(AN B)—(=(B)—(B—4))) A C)
(FA—(BVQO))«—(((ANB)V (C)——A)
(ANB)ANC

(AV B)«——(A—-B)

3.25. (i5d1) Quais seqiiéncias de simbolos abaizo sao formulas do CP ?
(b) VAABA

(C) ((A1—>A2) V Al

3.26. (i5d1) Os conectivos <, N eV fazem parte da linguagem do CP ?

3.27. (i15d1) Ezplique o que é uma prova.
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3.28. (i5d1) O que é um teorema ?
3.29. (i3d2) O que é uma teoria (sistema formal) decidivel ?

3.30. (i5d2) Enuncie o Teorema da Dedugao.

Exercicios de Treinamento

3.31. (i2d}) Se as regras de um sistema formal sempre produzem teoremas de tamanho crescente,
o sistema € decidivel ¢ Explique.

3.32. (i4d2) Explique o que querem dizer as notagoes sequintes, onde A e B sao formulas quaisquer
eI’ é um conjunto de formulas:

(a) A,BF A

(b) THA

(c) AR B

(d) A -A

(e) Fop A—A

(f) Fr AN=A, onde T' é uma teoria (sistema formal).

3.33. (14d3) Considerando que I' e A sdo conjuntos de férmulas e A e B sdo formulas, prove:

(a) Se ACT e AF A, entio '+ A.

(b) T+ A sse* hd um subconjunto finito A de T tal que A+ A.
(c) Se A A e, para cada B em A tivermos I' = B, entdo I' - A.
(d) AFA

(e) Sek A, entaoT'F A

(f) Se AeTl, entaoT'F A

3.34. (i5d2) Prove utilizando os aziomas e a regra de dedugdo MP:
(a) A—A

(b) A—B, B—(C+ A—C
(c) ((A—(-A—A)—((A—-A)—(A—A4)))

4se e somente se
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3.5 Relacao entre Sintaxe e Semantica

Na Secao 3.4 vimos o que é a linguagem do calculo proposicional, os seus axiomas e a regra de
deducao deste sistema formal. A isto chamamos de sintaxe. A partir dos trés axiomas e da regra
Modus Ponens conseguimos produzir teoremas. Considerando que os axiomas e a regra Modus
Ponens estao muito bem definidos, temos uma defini¢cao precisa do que é um teorema e o que nao é.
Por exemplo, V;—V; é um teorema, como ja foi provado. Por um abuso de linguagem, dizemos
que A— A é um teorema, onde A é uma meta-formula que pode ser substituida por qualquer
formula do CP. Na verdade, o que queremos dizer é que A—A é um esquema de teorema:
substituindo A por qualquer férmula do CP, obtemos um teorema. Assim, sdo teoremas: V;—V7,
Vi AVI)— (Vi AVY) e (Vi A Vo) — V) —((Vi A Va)—V]). Um teorema é uma férmula da
linguagem do CP e, de acordo com a definicao dada no inicio da Secao 3.4, pode conter apenas
as variaveis Vi, V5, ..., além de ser formada de acordo com regras bem definidas. Apesar dos
conectivos légicos basicos terem nomes bem significativos (“negacao” e “implica”), para a sintaxe
estes conectivos nao significam absolutamente nada. Teoremas e mais teoremas sao deduzidos
sem nunca se utilizar o significado das palavras “negacao” e “implica”. Uma férmula é teorema
porque ela é o resultado de uma prova feita por regras bem definidas, nao porque seja de alguma
forma “verdadeira” ou “falsa”.

Na Secao 3.2 vimos funcoes de verdade e suas correspondentes tabelas verdade. Para cada
formula do CP pode-se produzir a sua tabela verdade. A semantica do calculo proposicional
associa a cada féormula um valor que por ser V para verdadeiro ou F para falso conforme os valores
que se associam as suas variaveis. Uma férmula que assume sempre o valor V qualquer que seja
a associagao de valores para as suas varidveis é chamada de tautologia. Por exemplo, V;—V] é
uma tautologia:

Vi i—W
\Y \Y
F \Y

Novamente, por um abuso de linguagem dizemos que A— A é uma tautologia. Podemos até
construir a tabela verdade deste esquema de féormula. A associacao de férmulas com os valores
verdade V ou F faz parte da seméantica do CP. Os axiomas, regra de dedugao e teoremas sao
parte da sintaxe. Nao hé teoremas na semantica e nem férmulas que sao tautologias na sintaxe.

Entao V;—V; é um teorema do CP (sintaxe) e também uma tautologia (semantica). Surge
entao uma pergunta: qual a relacao entre sintaxe e semantica ? Os teoremas do CP sao obtidos a
partir de axiomas e Modus Ponens e nada tém a ver, aparentemente, com tabelas verdade. Mas,
estranhamente, todos os teoremas do CP apresentados na Secao 3.4 sao tautologias. Por exemplo,
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veja o teorema 3.9 (c):

|| < <
| <| =] <|
o™ < <
|| < <
<<= < |
| <= <| 3

<| <= = J
<|<|<<|

Isto nao é coincidéncia. Os axiomas e as regras de deducao de uma légica nao sao feitas
aleatoriamente: eles sao projetados justamente para espelhar uma semantica previamente definida.
Neste caso, os axiomas e a regra foram projetados justamente para fazerem com que todos os
teoremas sejam tautologias. E, como veremos, qualquer tautologia ¢ também um teorema.

No préximo capitulo veremos uma logica mais poderosa chamada de logica de primeira ordem.
Com esta logica, podemos expressar, por exemplo, os axiomas da Aritmética considerando apenas
a soma e a subtracao. Chamaremos este sistema de AS. Com estes axiomas e as regras da légica,
pode-se expressar todas as verdades que conhecemos de AS. Entao o que se fez foi o seguinte, nesta
ordem:

1. define-se o que é AS, qual é o vocabulario (nimeros, os simbolos +, —, =, etc), a linguagem
que ela utiliza (144 = 5 é vélido, +1+ nao é) e quais as férmulas que devem ser consideradas
validas. Por exemplo, 1 +1 = 2 é valido mas 1 + 1 = 3 nao é valido. O que é e o que nao é
valido é expresso de maneira informal;

2. baseado no item 1, projetam-se axiomas para uma linguagem de primeira ordem de tal forma
que os teoremas do sistema sejam as férmulas validas definidas acima. Nao é necessario
definir nenhuma regra nova (pode ser provado que isto nao é necessario). Entao utiliza-se
os axiomas da logica de primeira ordem (que incluem os axiomas do CP) mais os axiomas
definidos neste item;

3. prova-se que o sistema construido do item 2 s6 produz verdades como definido no item 1.
Se nao, os axiomas devem ser refeitos para espelhar AS como o conhecemos. Isto seria
equivalente a verificar se todos os teoremas sao tautologias no calculo proposicional. No CP,
uma féormula é verdade se ela é uma tautologia.

Verifica-se também se ha alguma verdade como definido no item 1 que nao possa ser produzida
como teorema. No calculo proposicional, isto equivale a verificar se toda tautologia é também
um teorema. E facil verificar que uma féormula complexa é uma tautologia, basta produzir a
tabela verdade, mas provar que uma férmula é teorema é em geral dificil.

E agora, temos um fato surpreendente: todas as verdades do sistema AS podem ser produzidos
automaticamente! Utilizando as regras de inferéncia, podemos produzir teoremas. Mas provou-se
que os teoremas sao as verdades de AS. Entao as verdades podem ser produzidas automaticamente.
Veja o esquema na Figura 3.1.

Agora, para produzir as verdades do AS, s6 precisamos aplicar as regras de inferéncia: todos
os teoremas possiveis serao produzidos.
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Define-se o que o sistema

formal deve representar. o Constroem-se os axiomas Verifica-se se os axiomas
o P orad para espelhar as verdades e as verdades sdo
que deve ser considerado que queremos equivalentes

verdade

Figura 3.1: Como verdades sao axiomatizadas

Este é o esquema geral seguido ao criar uma légica: parte-se de um sistema real, como a
aritmética, a geometria euclidiana, os sistemas vetoriais da algebra, etc e constroem-se axiomas
que espelham este sistema. Este axiomas sao bons quando

(a) todos os teoremas que se podem obter sao verdadeiros no sistema real;

(b) todas as verdades no sistema real sao teoremas.
Chegamos entao a duas importantes perguntas no CP:

(a) todos os teoremas do CP sao tautologias ?

(b) todas as tautologias sao teoremas ?

A resposta para ambas as questdes é sim, no Célculo Proposicional. Poderia ser diferente: a)
poderiam existir tautologias que nao sao teoremas e b) algum teorema poderia nao ser tautologia.
Veja a Figura 3.5. Os teoremas sao produzidos por axiomas e regras e é facil de assegurar que
todos os teoremas sao tautologias (ou verdadeiros em um certo sentido). Contudo, verificar que
todas as tautologias sao teoremas é uma tarefa mais dificil.

Um quadro comparativo entre sintaxe e semantica ¢ mostrado na Figura 3.3.

Antes de continuarmos, observe que em um programa de computador qualquer existe também
a sintaxe e semantica. Para compreender isto, imagine que um programador queira fazer um
programa qualquer como para:

1. somar uma seqiiéncia de ntimeros;

tautologias teoremas
teoremas tautologias
(a) ha tautologias que néo (b) ha tearemas que néo
sdo teoremas sdo tautologias

Figura 3.2: Relacoes possiveis entre o conjunto das tautologias e o conjunto dos teoremas
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2. encontrar a menor distancia entre duas cidades;
3. converter uma imagem do formato .gif para .jpg;

4. comprimir um arquivo para .zip.

Todo programa toma uma seqiiéncia de bits como entrada e produz uma seqiiencia de bits
como saida (mesmo se ele 1é dados do mouse, acessa a Internet ou o HD, produz sons ou escreve
coisas na tela — tudo isto pode ser considerado entrada ou saida). O que o programador faz ao
codificar um programa ? Ele produz instrugoes que transformarao a entrada até que se obtenha a
safda. Dada uma entrada, as instrucoes do programa sao executadas® pelo computador que nada
sabe sobre o significado dos bits que manipula. E como se o programa e sua entrada fosse um
sistema formal onde um conjunto de regrinhas sao aplicadas na entrada sistematica e precisamente
até que se produza uma saida, outra seqiiéncia de bits. O programador sabe o significado dos bits
de entrada (a semantica dos bits) e faz com que o programa nao danifique esta semantica durante
a sua execucao. Naturalmente, se o programa possui um erro esta semantica é obviamente violada.
A saida possui outra semantica associada.

Ao produzir uma entrada para um programa, partimos do mundo real, que é onde as coisas
possuem um significado (semantica) e produzimos uma entrada para o programa. Esta entrada é
uma ligacao entre o mundo e o formato que o programa espera para esta entrada. Ao executar o
programa, ele produz uma saida através de sucessivas transformacoes desta entrada. Reforcamos
que o programa nada conhece do significado dos bits que manipula, exatamente como um sistema
formal (a sintaxe) nada conhece da semantica dos seus simbolos — os teoremas sao produzidas
por regras que independem do mundo real. Reafirmamos que a associacao entre sintaxe e
semantica é feita por nés humanos, ela nao existe independente de nés.

Quando o programa péara e produz uma saida, seqiiéncia de bits, novamente temos que inter-
pretar esta saida e dar-lhe um significado. E exatamente isto que fazemos em légica. A entrada
corresponde aos axiomas. O programa corresponde as regras da légica proposicional, de primeira
ordem ou do sistema formal. A saida corresponde aos teoremas. Interpretando os teoremas,
obtemos conhecimento do mundo real.

Entao a logica é s6 uma forma de produzirmos conhecimento do mundo real de forma au-
tomatica. Cuidado deve ser tomado com a palavra automatica: normalmente nés mesmos somos

5Na forma de cédigo de maquina e ndo no formato original feito em uma linguagem de programacao — mas se
¢ uma coisa ou outra ¢é irrelevante neste momento.

Sintaxe Semantica
axiomas mundo “real”
regras verdadeiro
provas falso
teoremas tautologias
sistema formal simbolos com significado
simbolos sem significado equivaléncia légica
conseqiiéncia logica

Figura 3.3: Comparacao entre sintaxe e semantica
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os “computadores” e aplicamos as regras da légica para produzir teoremas. Mas esta tarefa poderia
ser feita por um computador. Dados os axiomas de um campo, como por exemplo da geometria
euclidiana, um programa de computador poderia ir produzindo todos os teoremas possiveis desta
geometria. Mas, infelizmente, este programa nao poderia apontar quais sao os teoremas realmente
importantes e interessantes. Praticamente 100% dos teoremas seriam completamente inuteis. E
preciso um humano para descobrir o que é realmente importante e interessante.

Teorema 3.2. (Teorema da Corre¢io) Cada teorema do CP é uma tautologia.

Prova. Cada um dos axiomas do CP é uma tautologia. Verificaremos apenas Al:

A|lB|(A — (B — A)
VIV[V V V V V
VIF|[V V F VvV V
FIVIF vV V F F
FIF|F V F V FF

Pelo Teorema 9, se A e A— B sao tautologias, entao B ¢é tautologia. Entao MP, partindo
de tautologias, sé produz tautologias. Entao podemos concluir que um teorema C' do CP é uma
tautologia.

Esta prova pode ser mais rigorosa. Suponha que a prova de C' seja By, Bs,...B,,, onde B,, = C.
Utilizaremos indugao em n com a seguinte Hipdtese de Indugao (HI):
HI: B, é tautologia para k < n.
O caso base é quando n = 1 e temos que By é uma instancia de axioma e portanto tautologia.
Considere valida a hipdtese de indugao. B, pode ser uma instancia de axioma (sendo portanto
tautologia) ou deduzida por MP a partir de duas férmulas B; e Bj onde i < n, j < n e Bj =4
B;—B,,. Por HI, B; e B; sao taulogias. Pelo Teorema 9, B,, ¢ tautologia.

O

Teorema 3.3. (Teorema da Completude) Se uma formula A do CP é uma tautologia, entao A é
um teorema.’

7

Definicao 3.14. Uma teoria’ é consistente se nao existe uma formula A tal que A e = A sejam

ambos teoremas.

Utilizando a notacgao F, temos que, se uma teoria é consistente, entao ocorre - A ou - A, mas
nao ambos. Uma outra maneira de dizer que uma teoria é consistente, no caso da légica classica
(que engloba o CP), é dizer que existe pelo menos uma férmula A que nao é teorema. Neste caso,
utilizamos a notagao t/ A.

Teorema 3.4. O Cdlculo Proposicional é consistente.

Prova. Suponha que A e = A sejam ambos teoremas do CP. Entao, pelo Teorema da Completude,
ambas sao tautologias. Absurdo. ]

6 Alguns autores [6] utilizam se e somente se para o teorema da completude
"Utilizamos a palavra teoria especificamente para designar um sistema formal. Logo, o CP é uma teoria.
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A notacao - A é utilizada para indicar que existe uma prova de A na teoria: A é teorema. A
notacao I/ A é utilizada para indicar que nao ha prova de A na teoria — é impossivel conseguir
uma prova de A. Note que estamos discutindo o Célculo Proposicional e todas as referéncias a
uma teoria referem-se a ele. Assim, = A quer dizer, de fato, que existe uma prova de A no CP. Se
for necessario ser mais especifico, pode-se utilizar Fop A.

Se uma teoria é consistente, ha formulas que nao sao teoremas: se - A, entao I = A e, se - —A,
entao ¥ A. Um dos dois nao é teorema e talvez nenhum dos dois o seja. Mas e se tivéssemos,
no CP, uma férmula A tal que - A e - =A 7 Entao todas as férmulas do CP seriam teoremas
| Absolutamente qualquer férmula poderia ser deduzida. E facil de ver porqué. -A—(A—DB)
¢ um teorema do CP (veja na pégina 40, item (c)). Por MP, obtemos qualquer férmula B. Um
pouco mais formalmente, temos:
queremos provar A, — A+ B. Entao,

1. - A (Hipétese)

2. "A—(A—B) (teorema ja provado)
3. A—B (MP 1, 2)

4. A (Hipdtese)

5. B (MP 3, 4)

Exercicios Triviais

3.35. (12d4) Ezplique o que € sintaze e o que € semantica de uma teoria (em particular, do CP).

3.36. (i3d4}) Podemos utilizar as palavras verdadeiro e falso quando falamos dos teoremas de um
sistema formal; isto é, quando falamos exclusivamente da parte sintdtica de uma teoria ¢

3.37. (11d1) Verifique que os axiomas A2 e A8 sdo tautologias.

Exercicios de Treinamento

3.38. (ild4) Ha teorias em que existe uma verdade que nunca € alcang¢ada pelo sistema formal.
Isto é, os axiomas e as regras de dedu¢ao nunca consequem produzir algumas formulas que sabemos
que sao verdadeiras. Deveriam ser teoremas, mas nao sao. O teorema da completude se aplicaria
a um destes sistemas (adaptado a ele, logicamente) ?

3.39. (i2d4) Explique a relagdo entre sintaxe e semantica, em particular em como um sistema
formal € construido e como se confere se o sistema € realmente o que queriamos.

3.40. (13d1) Crie um sistema formal inconsistente.
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3.41. (i3d2) Prove que o cdlculo proposicional € consistente.

3.42. (i2d3) Explique como o teorema ~A—(A—DB) do CP faz com que todas as formulas sejam
teoremas se existir uma formula A tal que H A e = —A.

3.43. (i2d4) Prove utilizando indugdo finita que (A3 N Aa A ... A,)— B € logicamente equivalente
a(Ay—Ay—...—A,)—B.

3.6 Tablos

Tablos sao uma forma de descobrir se uma férmula é uma tautologia ou nao sem construir a tabela
verdade e sem tentar demonstrar que a férmula é teorema. E claro que demonstrar um teorema no
CP é complicado pelos axiomas e MP. Mas fazer a tabela verdade nao é facil 7 Nao ! Uma tabela
com n varidveis contém 2" linhas. O que significa que uma férmula com 50 varidveis tem 2°° linhas,
aproximadamente 10*®. Mesmo um computador demoraria um tempo muito longo para construir
uma tabela deste tamanho. E, se o objetivo é descobrir apenas se a féormula é tautologia ou nao,
fazer a tabela verdade envolve uma grande quantidade de trabalho inttil (em geral), pois nao
estamos interessados nos casos onde a férmula assume o valor V. Tudo o que interessa é se existe
uma atribuicao as variaveis onde o valor da férmula é F. Isto acontecera com a grande maioria
das férmulas, pois a imensa maioria delas nao é tautologia. Isto pode ser deduzido examinando-se
as tabelas verdade possiveis de duas varidveis. Ha 22° = 16 tabelas verdade possiveis e apenas
uma delas é tautologia. Se utilizamos trés variaveis, ha 22" — 256 tabelas verdade possiveis e
apenas uma é tautologia. Pode-se concluir, de forma nao rigorosa mas razoavel, que apenas 1/16
das férmulas de duas varidveis sdo tautologias e apenas 1/256 das férmulas de trés varidveis
sao tautologias. Das tabelas verdades extrapolamos para as férmulas, dai o argumento nao ser
rigoroso, mas ser razoavel.

Dada uma férmula, digamos A A B— A, podemos tentar falsifica-la, fazer o possivel para que
o resultado seja F. Se conseguirmos, entao a férmula nao é tautologia. Vejamos: para que C— D
seja F, C deve ser V e D deve ser F — esta é a unica possibilidade. Entao assuma que A A B seja
Ve A seja F. Para AA B assumir V, A e B devem ser ambas V. Contradicao, pois assumimos que
A é F. Logo é impossivel que a férmula A A B— A seja falsa.

E quanto a férmula AV B—A 7 Suponha que possa ser falsa (assuma o valor F para uma
certa atribuigao de valores as varidveis). Devemos ter AV B V e A F (primeira hip6tese). Para ter
AV B V, ha duas opgoes: A é V ou B é V. Mas entao se Bé Ve A éF (pela primeira hipdtese),
tem-se AV B— A falso. Logo esta férmula nao é tautologia.

O método do tablo é simplesmente uma forma mais organizada de se fazer o que fizemos nos
dois pardgrafos anteriores. Explicaremos o método utilizando um exemplo. Suponha que se deseje
verificar se a formula A A B— A é tautologia. Assuma que a férmula é falsa:

F ANB—A

Coloque F' antes da férmula para indicar que esta formula deve ser falsa. Para uma implicacao
ser falsa, o antecedente deve ser verdadeiro e o conseqiiénte, falso (se C—D é falso, C' deve ser
verdadeiro e D, falso). Entao, A A B deve ser verdadeiro e A deve ser falso:
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VF ANB—A
V ANB
F A

Colocamos um v* na primeira férmula para indicar que ela ja foi analisada, o que chamaremos
de expandida. Para que A A B seja verdadeiro, ambos, A e B devem ser verdadeiros.

vE ANB—A
vV AANB
F A

vV A

V B

Neste ponto s6 restam formulas que nao podem mais ser reduzidas. Podemos entao analisar
o que obtivemos. Assumindo inicialmente que a formula A A B——A ¢é falsa, chegamos a uma
contradicao: A deve ser falso pela terceira linha e verdadeiro pela quarta. Portanto, a férmula nao
pode nunca ser falsa.® E verdadeira em qualquer ocasiao e portanto é uma tautologia.

Estudaremos um outro caso: AV B—A.
F AvB—A
Novamente, AV B—A é falso s6 se AV B é verdadeiro e A é falso:

VF AvB—A
V AVvB
F A

Para AV B ser verdadeiro, existem duas possibilidades: ou A é verdadeiro ou B é verdadeiro.
E necessario fazer uma bifurcacao, criando o que chamamos de arvore:

vF Av B—A
vV AV B
F A
VA V B

A construgao do tablé terminou pois nao mais formula a ser reduzida. Os dois ramos desta
arvore “herdam” os dados do tronco principal. E como se tivéssemos duas arvores. Em um dos
caminhos ou ramos (do topo até embaixo), o da esquerda, temos que A deve ser verdadeiro e falso.
Dizemos, neste caso, que o caminho é fechado No outro, o da direita, nao ha contradigao alguma.
Isto significa que encontramos uma atribuicao de valores as variaveis A e B de tal forma que a
negagao de AV B—A nao seja contraditoria. Ou seja, nao ha problemas na férmula ser falsa. E
os valores de A e B do ramo direito, falso e verdadeiro, sao um contra-exemplo de que a formula é
uma tautologia. Se Aé Fe BéV,entao AV B éV. Mas, como AéF, AV B—A éF e portanto
nao é uma tautologia. Observe que, depois de terminada a constru¢ao do tablé (ndo hé mais nada
a expandir):

e se a férmula é uma tautologia, todos os ramos da arvore, comecando do topo e terminando
embaixo, produzem contradigbes (todos os caminhos ou ramos sao fechados). Isto significa
que tentamos provar que a férmula pode ser falsa de todas as formas possiveis (o que envolve
todas as atribuigoes de varidveis que poderiam fazé-la falsa®). Mas, em todas as possibil-

8Observe que utilizamos o método da reducio ao absurdo.
90 que ndo envolve todas as atribuicdes de varidveis, mas apenas aquelas que, pelos conectivos utilizados na
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F A VA F A—B V A—B
VoA F A VA SN
F B F A V B
F ArB V AAB F Av B V Av B
VAN VA F A /N
F A F B V B FB vV A V B
F A—B V A——B
N Nl
VA F A vV A FA
FB VB vV B F B

Figura 3.4: Regras para a contrugao do tablo

idades, encontramos contradi¢oes. Entao nao é possivel que a féormula seja falsa — ela é
verdadeira em todas as atribuicoes de variaveis que, supostamente, poderiam fazé-la falsa.
Ela entao é uma tautologia;

e se for encontrado um ramo que nao é contraditorio, entao este ramo fornece exatamente os
valores das variaveis que fazem com que a férmula inicial assuma o valor F. Afinal, todo o
tablo é feito exatamente para que encontremos as formas possiveis para que a féormula inicial
seja falsa. Entao a férmula nao é tautologia e os valores encontrados para as variaveis sao
um contra-exemplo disto.

Para cada férmula que “expandimos” durante a construgao do tablo é necesséario saber em que
condigoes a féormula é verdadeira e em que condigoes é falsa. A tabela 3.6 sumariza as condic¢oes
necessarias para todos os conectivos.

Faremos um outro exemplo: (AN B)—(A—B):
F (AN B)—(A—B)
Expandindo a férmula inicial:

vF (AANB)—(A—DB)
V AANB
F A—DB

Expandindo A A B:

vF (AANB)—(A—DB)
vV AANB

F A—B

V A

V B

férmula, poderiam de alguma forma fazé-la falsa.
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Expandindo A— B:
vF (ANB)—(A—DB)
vV ANB
vF A—B
VA
V B
F A

Nao ha mais nada a expandir e encontramos uma contradi¢cao. Mostraremos agora um exemplo
com mais de um ramo, (AV B)—(A—DB):

F (AvV B)—(A—DB)
Expandindo a féormula inicial:
vF (AV B)—(A—DB)
V AV B
F A—B
Expandindo AV B:

vF (AV B)—(A—DB)
vV AV B
F A—B
V A V B

Expandindo A— B:

NG (A\/B)—>(A—>B)
vV AV B
vF A—DB

VA B
VA A
F B F B

Encontramos uma contradi¢ao no ramo direito mas nao no esquerdo. Entao, tomando os valores
da esquerda, temos que se A é Ve B é F, a formula inicial é falsa. Confira.

v
v

Exercicios de Treinamento

3.44. (i4d3) Faca o tablé das formulas sequintes e verifique quais delas sao tautologias.

(a) ~—A——A

(b) (A—B)e—(=AV B)

(¢) A—sB—s~C—((AAB) V)

(d) (AAB)V (A——B))—A

() ANBANCAD+—((A—B)—(C—D))
(f) A2V (A1 N—Ag)——Ay
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3.45. (i4d3) Faga o tablé das formulas do exercicio 3.34.

3.7 Complementos

3.7.1 Conexoes com a Computacao
Anailise Sintatica e Gramatica da Linguagem do Calculo Proposicional

A sintaxe de uma linguagem de programacao é definida por uma gramatica. Pode-se fazer o mesmo
com as férmulas do Célculo Proposicional. Abaixo apresentamos uma gramatica para féormulas
validas do CP onde V; é qualquer uma das variaveis V;, Vs, ...

F.=V
F:=-F
F:="CF —F")

Uma férmula vélida no CP pode ser derivada a partir do simbolo inicial F. Pode-se fazer um
analisador sintatico que reconheca as férmulas validas do CP. Um analisador sintatico é a parte de
um compilador que verifica se o programa a ser compilado pode ser obtido a partir da gramética da
linguagem. Um programa em Java deve poder ser obtido a partir de uma gramética da linguagem
Java, por exemplo.

O analisador sintatico que reconhece as férmulas validas do CP ¢ o método Java analyzeFormula
apresentado abaixo. Assume-se que exista um método nextToken na mesma classe que pegue o
proximo token e o coloque na variavel de instancia token. H& uma classe Symbol com uma con-
stante para cada token. O método error emite uma mensagem de erro e termina o programa.

void analyzeFormula() {
switch ( token ) {
case Symbol.VARIABLE:
nextToken() ;
if ( token == Symbol.UNDERLINE )
nextToken() ;
else
error("Underline expected");
if ( token == Symbol.NUMBER )
nextToken() ;
else
error ("number expected");
break;
case Symbol.NEG :
nextToken() ;
analyzeFormula();
break;
case Symbol.LEFTPARENTHESIS:
nextToken() ;
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analyzeFormula();

if ( token == Symbol.LEFTARROW )
nextToken() ;

else
error("left arrow expected");

analyzeFormula();

if ( token == Symbol.RIGHTARROW )
nextToken() ;

else
error("left arrow expected");

Enumeragao das Férmulas do Calculo Proposicional

As formulas do CP podem ser enumeradas. Considere as regras da Secao 3.1 para produzir
férmulas vélidas do CP. H4 trés regras para produzir férmulas: a) V; é férmula; b) —A é férmula
para A férmula e ¢) (A— B) é férmula para A e B férmulas. Pode-se construir um algoritmo que
enumere todas as férmulas possiveis. Este algoritmo produz a primeira férmula pela regra a), a
segunda pela férmula b), a terceira pela férmula c), a quarta pela formula a) e assim por diante.
A cada aplicacao da regra b), que exige uma férmula j& existente A, produz-se véarias férmulas
correspondentes a todas as férmulas A ji enumeradas. O mesmo se aplica a regra c). Entao a
enumeracao das férmulas por este algoritmo seria

Vi

—Vi
(Vi—W1)
(=Vi—W)
(Vi——V1)
(=Vi—-W)
Va

Vs
(Vom—V1)

CO 1O Ul Wi~ O

Axiomatizagao do Calculo Proposicional

O calculo proposicional é axiomatizavel; isto é, dada uma férmula C, existe um algoritmo que
decide se C' é um axioma do CP. Isto pode ser feito de duas formas diferentes:

1. suponha que se deseja saber se C' é uma instancia do axioma Al; isto é, se C' é da forma
(A—(B—A)) onde A e B sao férmulas. Podemos enumerar todas as instancias do ax-
ioma Al tomando-se cada uma das férmulas do CP1? e substituindo-as por A e B em

10Veja a subsecdo anterior, Enumeracdo das Férmulas do Célculo Proposicional
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(A—(B—A)). Este procedimento ird enumerar as instancias do axioma Al. Neste enu-
meracao, procura-se pela formula C'. Quando as formulas desta enumeracao s6 puderem ser
maiores do que C' ou sé empregarem variaveis com nimeros maiores do que aqueles utilizados
em (', a busca por C pode ser encerrada. Se esta férmula nao tiver sido encontrada, nunca
mais o sera. Naturalmente o mesmo pode ser feito com os axiomas A2 e A3, o que resulta
que existe um algoritmo que diz se certa férmula é um axioma ou nao.

2. fazendo-se uma analise sintatica de C' utilizando-se as gramaticas dos axiomas A1, A2 e A3.
Mostraremos como isto pode ser feito utilizando-se apenas o axioma Al. A sua gramatica é:

s 7(7 F SN 7(7 F SN F 7)7 7)7

=V

= F

="CF —F")

=SS lies s
S

O analisador sintatico de A1 deve conferir se a primeira e tltima féormulas de Al sao iguais.

O analisador sintatico de A1 é facilmente feito utilizando-se uma varia¢ao do método analyzeFormula
apresentado na secao 3.7.1. Nesta variacao, este método retorna um objeto contendo todas as in-
formagoes da féormula analisada, se a andlise obteve sucesso. Ou null caso contrario. O método
compareFormula retorna false se os seus dois parametros representam féormulas diferentes.

boolean analyzeAl() {
Formula formulaA, formulaB, formulaShouldBeA;
if ( token == Symbol.LEFTPARENTHESIS )
nextToken() ;
else
return false;
formulaA = analyzeFormula();

if ( formulaA == null ) return false;

if ( token == Symbol.RIGHTARRQOW )
nextToken() ;

else

return false;

if ( token == Symbol.LEFTPARENTHESIS )
nextToken() ;

else
return false;

formulaB = analyzeFormula();

if ( formulaB == null ) return false;

if ( token == Symbol.RIGHTARROW )
nextToken() ;

else

error("left arrow expected");
formulaShouldBeA = analyzeFormula();
if ( formulaShouldBeA == null ) return false;
if ( ! compareFormula(formulaShouldBeA, formulal) )
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nand

Figura 3.5: Portas légicas

:z>— output
>

Figura 3.6: Circuito correspondente a férmula (A A B) V ((C'V A) A =B)

return false;
if ( token == Symbol.RIGHTPARENTHESIS )
nextToken() ;
else
return false;
if ( token == Symbol.RIGHTPARENTHESIS )
nextToken() ;
else
return false;
return true;

Circuitos Elétricos 1

A Figura 3.7.1 mostra seis das principais portas légicas utilizadas no projeto de computadores e
circuitos digitais. Cada porta légica toma uma ou mais entradas,!! um sinal elétrico representando
0 ou 1, e produz uma saida. Cada porta se comporta como o conectivo equivalente do Calculo
Proposicional, considerando 0 como falso e 1 como verdadeiro'? (not é —, and é A e or é V). A
porta nand corresponde ao conectivo “negacao alternativa” (alternative denial) visto na péagina 31.
Ea negacao do and de dois valores. A porta xor é o or exclusivo, A xor B é 1 se e somente se
apenas A ou apenas B é 1. A porta nor é a negacao da porta or.

1A porta not é a tnica porta com uma tnica entrada.
120u o contrario.
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output

Figura 3.7: Circuito correspondente a formula AV - B

Estas portas logicas podem ser utilizadas para montar circuitos que correspondem a férmulas
légicas. Como exemplo, a formula (A A B) V ((C'V A) A =B) corresponde ao circuito mostrado
na Figura 3.7.1. Os O fio output é o resultado da férmula. O circuito é na verdade um avaliador
do valor verdade da férmula considerando-se que os valores das variaveis sao dados pelos fios de
entrada.

Pode-se montar um circuito para qualquer tabela verdade. Como exemplo, considere a tabela
verdade

o < <] < <[>
o < < | << W
o << H| <= < Q
<| <= << < <]

O circuito que produz um resultado equivalente a ela é dado na Figura 3.7.1 e corresponde a
féormula (AV -BV =C) A (AV =BV () que simplificada, é AV —B.

As portas légicas podem ser utilizadas para fazer um somador de niimeros em bindrio. Como
um exemplo, faremos um circuito que soma dois nimeros de dois bits cada. Vejamos o que acontece
em alguns exemplos de somas:

10 01 11
+ 01 + 01 + 11
11 10 110

(a) b | (0
No caso (a), o primeiro bit do resultado, o 1 da direita, é a somatéria de 0 (do primeiro ntimero,
1 0) com 1 (do segundo nimero, 0 1). O segundo bit do resultado é também 1, somatéria de 1 do
primeiro nimero com 0 do segundo. No caso (b), somando-se os bits da direita dos dois niimeros,
1 e 1, obtém-se 1 0 em binario. O 0 fica como resultado e 1 passa para a esquerda:

0t 1
+ 0 1
0

Agora temos que somar 1 com 0 do primeiro nimero com 0 do segundo numero, que resulta
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em 1, obtendo entao o resultado 1 0.

A cada soma de dois bits, temos que considerar que pode vir um bit da somatoéria dos bits a
direita, exceto na primeira soma. Este bit extra é chamado de “vai um”. Entao o primeiro bit do
resultado, o mais a direita, depende de outros dois e cada um dos bits subsequentes depende de
trés bits.

Na soma (c), a soma dos dois primeiros bits a direita, 1 + 1, resulta em 0 e um bit “vai um”.
Na soma dos dois bits seguintes, temos 1 4+ 1 mais o bit “vai um”, resultando em

11
+ 1 1
1 1 0

Cada bit do resultado pode ser especificado através de uma tabela verdade. Todas as possibil-
idades da soma de dois bits é dado pela tabela

A+ B

i E=IE=]

B
0
1
0
1

ol —|ol+

Note que 1 +1 = 0 mas um bit “vai um”é passado para a proxima soma de bits a esquerda.
Entao é necessario uma outra tabela que indique se o bit “vai um”sera passado ou nao. De fato,
consideramos que um bit é sempre passado a esquerda, mas este bit pode ser 1 ou 0. O tinico caso
em que ha um bit “vai um”é quando ambos os bits forem 1:

A | B | bit “vai um”
00 0
01 0
110 0
111 1

Cada uma destas tabelas verdade pode ser calculada por um circuito. De fato, o primeiro é o
xor, “ou” exclusivo. O segundo é o and, “e” logico.

A partir do segundo bit da soma de dois niimeros em binario, é necessario considerar o bit “vai
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Figura 3.8: Circuito que soma os nimeros kok; e ngn; resultando em rgriro

um”. Portanto as tabelas verdade deve ter trés entradas.

A+B+C

e e el il =l =l E=] R =1 I
== oo~ —lolo|ll
—lo|lrlo|lrlol~lolQ

Rl Kl Ny Nan) Iy e

A entrada C representa o bit “vai um”produzido pela soma de bits a direita.

bit “vai um”

0

R ool ol o
== ool —l—lol ol
~lolrlolrlolrlolq

L e =l =]l

A Figura 3.7.1 apresenta um circuito que avalia a soma dos bits de dois nimeros binérios. O
primeiro nimero é kok; (kg e k; sdo os bits do niimero) e o segundo é ngn;. O resultado é o nimero
I'or'1I'g.

Como foi visto na Secao 3.6, cada tabela verdade pode ser gerada utilizando-se apenas — e A
ou apenas — e V. Entao qualquer circuito de um computador pode ser feito utilizando-se apenas as
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-C

Figura 3.9: Um circuito elétrico

portas not e and ou apenas not e or. Na pratica, se utiliza outras portas para diminuir o tamanho
dos circuitos. Na verdade, pode-se fazer um computador utilizando-se apenas um tnico tipo de
porta légica, o nand. De acordo com a Proposicao 3.8, apenas um unico conectivo é necessario
para construir qualquer tabela verdade. Este conectivo, |, corresponde a porta logica nand.

Considere um programa de computador qualquer que tome k bits de entrada e produz m bits
de saida. Para cada possibilidade dos bits de entrada, ha uma saida possivel. Esta saida pode
ser expressa por um circuito composto pelas portas and, or e not. Para compreender melhor,
considere apenas o primeiro bit da saida. O programa, conforme os valores dos k bits de entrada,
deve considerar este bit 0 ou 1. Esta informacao pode ser colocada em uma tabela verdade que
possui uma variavel para cada um dos k bits de entrada e onde o resultado é o primeiro bit de saida.
De fato, devemos ter uma tabela verdade para cada um dos bits de saida, m tabelas verdade. Cada
uma dessas tabelas pode ser implementada por um circuito elétrico. Entao qualquer programa'3
pode ser implementado por um circuito elétrico contendo apenas as portas basicas.

Circuitos Elétricos 11

Um outro tipo de circuito elétrico contém chaves que deixam ou nao a passagem de corrente. A
passagem de corrente representa verdadeiro e a auséncia, falso. Um destes circuitos é mostrado
na Figura 3.7.1. Ao lado de cada letra hd um dispositivo que deixa/nao deixa a correte passar. A
letra representa uma condicao para que a corrente passe. Dispositivos em paralelo implementao
um “ou” légico e em série um “e” logico.

Podemos converter um circuito deste tipo em uma férmula do célculo proposicional e vice-versa.
Como exemplo, a féormula correspondente ao circuito da Figura 3.7.1 é (((AA B) V=B) A (C'V
A)) Vv —=C A simplificacdo desta férmula nos conduz a AV =BV =C, que corresponde ao circuito
da Figura 3.7.1.

Légica Booleana

Uma légica booleana [8] é um conjunto contendo dois valores, usualmente 0 e 1, e trés operagoes que

[P

obedecem aos axiomas abaixo. As operagoes sao “e” e “ou” binarios e “nao” undrio representados

13Pode ser qualquer programa, mesmo que ele ndo tome um nimero fixo de bits de entrada, pois sempre podemos
supor que o numero maximo de bits da entrada estd limitado pelo tamanho da memodria do computador. Aqui
assumimos que o programa é implementado em um computador especifico onde sabemos o tamanho méximo da
memoria.
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-C

Figura 3.10: Um circuito elétrico simplificado

por ., + e —, respectivamente (poderia ser A, V e = ou quaisquer outros simbolos). Considerando
a, b e ¢ variaveis que podem conter valores 0 e 1, os axiomas da légica booleana sao

Bl a+ (b+c¢) = (a+b) + ¢, associatividade do +
B2 a.(b.c) = (a.b).c, associatividade do .

B3 a + b = b+ a, comutatividade do +

B4 a.b=b.a, comutatividade do .

B5 a+ (a.b) =
B6 a.(a+b) =
B7 a+ (b.c)=(a+Db).(a+c), distributividade do +
B8 a.(b+c¢)=(a.b)+ (a.c), distributividade do .
B9 a+—-a=1

Utilizando estes axiomas pode-se provar as seguintes regras:

e at+a=a

e a.a=a

e a+0=a
ea.l=a

e a+1=1

e 0.0=0

o (=1e—-1=0

e —(a+b)=—-a.—b

—(a+b)=—a+-b
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e ——a=a

Estes axiomas podem ser utilizados para simplificar férmulas como (AA B) V ((C'V A) A =B).
Convertendo os operadores para os utilizados na légica booleana, temos

(A.B)+ ((C+A).—B)

Agora podemos aplicar os axiomas e as regras acima para simplificar a férmula:

(A.B)

(A.B)+ (—B.(C+ A)) =
(A.B)+ ((—B.C)+ (—B.A)) =
(A.B)+ ((—-B.A)+ (—=B.C)) =
(A.B)+ (=B.A)+(=B.C) =
(A.B)+ (A.—B))+ (-B.C) =
(A.(B+-B))+(-B.C) =
(A.1)+(-B.C) =

A+ (-B.C)

A férmula simplificada é AV (=B A C) na notagao usual. Com um pouco de prética, pode-se
saltar alguns passos na simplificacao:

(A.B)+ ((C+ A).—B) =
A.B+C.-B+A.-B=
A.(B+-B)+C.-B=
A+C.-B

Exercicios de Treinamento

3.46. Faca um circuito elétrico que multiplique dois bits. A saida deve ter quatro bits.

3.47. Uma sala possui uma lampada e dois interruptores. Faca um circuito com duas chaves
(interruptores) de tal forma que qualquer dos interruptores possa ligar ou desligar a lampada. Isto
¢, se a lampada estd desligada (ligada), apertando qualquer dos interruptores a liga (desliga).
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Capitulo 4

Loégica de Primeira Ordem

Ha intimeras proposicoes sobre a Matematica e sobre o mundo que nao podem ser expressas no
Célculo Proposicional. Por exemplo, nao podemos expressar as seguintes proposicoes:

1. todos os homens sao primatas;

2. todos os primatas sao mamiferos;

3. existe um homem que nao ¢ inteligente;

4. ao se somar 1 a qualquer niimero impar obtem-se um nimero par;
5. existe um nimero primo maior do que 10'9%;

6. para qualquer niimero, existe sempre um nimero maior do que ele.

Estas proposicoes consideram que: a) todos os membros de um certo conjunto possuem certa
propriedade ou b) um membro de um conjunto possui certa propriedade. Para expressar estas
proposigdes podemos utilizar a Légica de Primeira Ordem (LPO). Esta légica utiliza os conectivos
V (1é-se “para todo”) e 3 (1é-se “existe”). Certamente esta ldgica ndo é suficiente para expressar
as todas verdades do mundo, mas é suficiente para praticamente toda a Matematica.

Como exemplo, expressaremos as proposicoes acima na linguagem da légica de primeira ordem:
1. Vo (H(x)—P(x)), onde P(z) indica que “x é um primata” e H(x) indica que “z é um

homem”. Considere que = assume os elementos do conjunto de todos os animais (poderia
ser de todas as coisas);

2. Vo (P(x)—M(z)), onde M (x) é “z é mamifero”. Considere que = assume os elementos do
conjunto de todos os animais (poderia ser de todas as coisas);;

3. dx —I(x), onde I(z) é “x é inteligente”. Considere que x assume os elementos do conjunto
que contém todos os homens. Se considerarmos que x assume os elementos do conjunto de
todos os animais ou todas as coisas, esta férmula deveria ser 3x H(x) A —I(z);

4. Yz (I(x)—P(x + 1)), onde I(x) é “z é impar” e P(x) é “x é par”. x assume os nimeros
Naturais;
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5. dx (P(z) A (z > 10199)) onde P(x) é “x é primo”. x assume os niimeros Naturais;

6. Vo (Jy (x < y)). Note que a férmula Jy (Va (z < y)) ndo faz muito sentido se considerarmos
que z e y assumem os elementos do conjunto dos Naturais ou Reais. Esta férmula diz que
existe um y maior do que qualquer x do conjunto;

Os stmbolos H, P, M e I sao chamados de predicados. Eles informam propriedades dos seus
argumentos.

Note que podemos fazer dedugoes com a LPO, como nos exemplos abaixo:
Considerando Yz (H (z)—P(z)) e H(2) (2 é um homem), concluimos que P(z) (z é um primata).

Considerando 3z —I(x), podemos concluir que =V I(x) (ndo é verdade que todos os homens sao
inteligentes).

Um ponto importantissimo a considerar é que as conclusoes obtidas acima independem do
significado dos predicados H, P M e I. Quaisquer que fossem os significados dos predicados, o
resultado seria o mesmo. E exatamente este tipo de deducgao que nos interessa, as que independem
do mundo real e que podem ser feitas formalmente, observando-se apenas a forma das sentencas
logicas.

4.1 A Linguagem da Loégica de Primeira Ordem

A linguagem da Légica de Primeira Ordem utiliza os seguintes simbolos:

1. variaveis xy, 2, T3, .. .;

N

constantes ¢y, ¢g, C3, .. .;

3. para cada n natural, simbolos de predicados P{*, P}, Pg, .. ;

4. para cada n natural, simbolos de funcao f7, f3, f¢, ..
5., (virgula), (, ), = e — (tomados do Célculo Proposicional);
6. = (igual)

7. ¥V (quantificador universal)

Utilizamos P}’ para designar o k-ésimo predicado de aridade n; isto é, este simbolo correspon-
derd, na semantica, a um predicado de n argumentos. O mesmo se aplica aos simbolos de funcao.
Note que dizemos “simbolos de funcao” e “simbolos de predicado” e nao “funcao” e “predicado”,
pois este s6 existem na semantica (mundo real) e neste instante estamos definindo somente a
linguagem.

Definicao 4.1. Um termo € definido como

1. uma varidvel ou constante € termo;
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2. se fI' é um simbolo de fungdo e ty, to, ... ty sao termos, entio fi'(t1,ta,...,t,) € um termo.
Observe que um simbolo de funcao de aridade n deve ser utilizado com n termos;

3. nada mais é um termo.

Definigao 4.2. Uma férmula atoémica ¢ ¢, = ty ou possui a forma Pl(ty,ta, ..., t,) onde P é
um simbolo de predicado e ty, ts, ..., t, sao termos.

Definicao 4.3. Uma formula da linguagem de primeira ordem € definida como

1. todo formula atomica é formula,

2. se A e B sao formulas e x é uma varidvel qualquer, entio (—A), (A—B) e ((Vz)A) sao
formulas;

3. nada mais é uma formula.

Os conectivos A, V e «— sio definidos como no CP. O quantificador existencial (3) nao faz
parte da linguagem, sendo definido como
(3x)A é uma abreviatura para —((Vz)(—A))

Ou seja, se existe um x com certas propriedades (A), entdao nao é verdade que para todo x
aquela propriedade nao vale. O simbolo d, na semantica de qualquer légica de primeira ordem,
significa “um ou mais”. Entao, a férmula (3z)A, quando interpretada, nao diz que A é verdade
para apenas um unico valor de x, mas para um ou mais valores de x. Da mesma forma, (Vo)A
é uma abreviatura para —((3z)(—A))

Note que as varidaveis do calculo proposicional nao sao as mesmas da Légica de Primeira Ordem.
No CP, uma tnica variavel é considerada uma formula correta: Vi é uma férmula. Na LPO, uma
férmula possui sempre um predicado ou o sinal de igualdade. Chamaremos as variaveis do célculo
proposicional de varidveis proposicionais.

Retiraremos os parénteses sempre que for possivel. Assim, escreveremos - A, A— B e Vx A para
(mA), (A—B) e ((Vz)A). Os quantificadores universal e existencial possuem maior precedéncia
do que — e «— e menor do que A, V e . Veja a nova tabela de precedéncia:

maior

<< > |

3

—
<~ | Imenor

Simbolos de mesma precedéncia se associam da esquerda para a direita: A—B—C é o
mesmo que (A—B)—C.

Assim,

Vo P(x)—3x P(z)

deve ser lido como
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(Vo P(z))—(3z P(x))
E a féormula

dx AAVy P(z,y)V B
deve ser lida como

3w (AA (Vy (P(z, ) V B)))

Em uma férmula Vx A, x nao é uma variavel da linguagem da LPO. Estas se chamam =z, x5,
xs3, .... Entao, o que é x 7 E uma meta-variavel, um simbolo que representa qualquer varidavel
da linguagem. A férmula Vx A representa infinitas férmulas, uma para cada variavel da linguagem:
V$1 A, VIQ A,

Exercicios Triviais

4.1. O que é uma linguagem de primeira ordem ?

4.2. Cite uma proposicao que pode ser expressa na logica de primeira ordem mas nao no cdlculo
proposicional.

4.3. Se levarmos a defini¢ao de linguagem de primeira ordem estritamente, é Ya P(x) uma formula
valida ?

4.2 Introducao a Semantica da Légica de Primeira Ordem

Uma teoria de primeira ordem ¢ a parte sintatica, o sistema formal, correspondente a uma légica
de primeira ordem. Uma teoria de primeira ordem é uma formalizagao de uma semantica qualquer.
Por exemplo, podemos formalizar a Aritmética, a geometria Euclidiana, as relagdes de ordem (<
e suas propriedades), as relagoes de equivaléncia ou uma teoria Matematica qualquer. E podemos
formalizar um pedaco qualquer do mundo, desde que ele isto seja possivel — pode nao ser.

Para fazer esta formalizacao, tomamos um pedago do mundo qualquer, descobrimos quais os
fatos relevantes a respeito deste pedago e os colocamos em axiomas e regras. Este “pedaco” do
mundo é chamado de modelo, que sera definido mais precisamente nas secoes seguintes. No
exemplo abaixo, o modelo utilizado é o de um conjunto de animais de um Zoolégico. Vejamos a
sua descrigao.

Suponha que, em um Zooldgico, existam:
1. um elefante chamado Efan;

2. um leao chamado Leo;

3. duas gazelas chamadas Gal e Gel,;

4. dois coelhos chamados Eloc e Eloa;

5. uma pantera chamada Pant;
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6. um gramado, no cercado dos coelhos e gazelas, contendo duzentos pés de grama chamadas
(sim, os pés de grama tém nomes!) g, g, ., Zogo-

H& entao um conjunto de 1 + 142+ 2+ 1 + 200 = 207 elementos a serem considerados. Este
conjunto serd chamado de conjunto universo do modelo.

Ha& varios fatos relevantes a respeito deste modelo:

e Leo e Pant sao carnivoros, Efan, Gal, Gel, Eloc e Eloa sao herbivoros e g, é planta;
e quem ¢é herbivoro devora grama (admitiremos que Efan também devora);

e um carnivoro nunca devora um outro carnivoro;

e qualquer carnivoro pode devorar qualquer herbivoro exceto, naturalmente, Efan;?
e um carnivoro nunca devora o que os animais que ele devora devora;?

e a pantera (onga) é o inico animal americano e todos os outros animais sao africanos (inclusive
os coelhos !). A grama também é africana,;

Assuma que os fatos acima sao tudo o que sabemos sobre este modelo. Para formalizar este
modelo em uma teoria de primeira ordem, precisamos de uma linguagem de primeira ordem como

definida na secao anterior. A linguagem que utilizaremos aqui serd um pouco diferente, mais

informal mas nao menos rigorosa. Por exemplo, os predicados nao terao os nomes Py*, P}, Py, ...

e sim os mais significativos Carnivoro, Animal, etc.

Este modelo nao possui fungoes. Os predicados da linguagem sao:

1. Carnivoro(z) indica que x ¢é carnivoro;
2. Herbivoro(x) indica que z é herbivoro;
3. Devora(z,y) indica que x pode devorar y;

4. Africano(x) indica que x é africano (animal ou planta), ndo necessariamente exclusivamente
africano;

5. Americano(z) indica que z é americano (das Américas);
6. Animal(z) indica que x é animal;

7. Planta(z) indica que z ¢ planta.

Note que os predicados foram definidos a partir das informacoes relevantes a respeito do modelo.
Agora devemos definir as férmulas que caracterizam este modelo. Mas espere um pouco. Para que
queremos estas férmulas 7 As informacoes relevantes a respeito do modelo ja nao estao descritas
acima ? Pensando bem, as informacoes estao todas descritas acima, pois por definicao o modelo
é o que esta descrito. Mas nem todas as informagoes estao explicitas. Por exemplo, nao esta

'Podem, ndo necessariamente vao, pois estdo em um Zoolégico.
2Se x come y e y come z, entdo X nao come z.
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explicito que Leo nao devora Pant. E nem que Efan e Eloa devoram g;,. Ha muitas informagoes
implicitas. Da maneira informal como esta descrito o modelo, nao é facil fazer dedugoes nem
prové-las que estao corretas. Precisamos de férmulas que comprimam todas as informacoes
dadas informalmente. Esta é a esséncia de qualquer Ciéncia: conseguir um conjunto de teorias®
que comprimam todos os dados experimentais do mundo a respeito de certa area. Por exemplo,
a formula s = sg + vot + at?/2 contém todas as informacoes do mundo relacionadas & posigao
de objetos macroscopios em movimento com aceleracao uniforme. Todos os dados do universo
relacionados a este tipo de movimento estao comprimidos nesta equacao.

Abaixo sao dados as formulas que comprimem as informagdes do modelo do Zooldgico, que
chamaremos de Zoo. Nao sao utilizados os nomes dos animais e plantas — isto torna as féormulas
mais gerais, podem ser utilizados em outras situacoes, o que se tornara claro em breve.

Definicao 4.4. Seja I'z,, 0 conjunto das formulas A1-A9 definidas abaizo. Zoo é um modelo de
I‘Zoo’

A1l Vz (Herbivoro(x)— Devora(x, g)), onde g é uma meta-varidvel que representa qualquer pé de
grama (g;)

A2 Va Yy (Carnivoro(z) N Carnivoro(y)——Devora(z,y))

A3 Yz Yy (Carnivoro(x) A Herbivoro(y) A =(y = Efan)— Devora(z,y))
A4 Va Yy Vz (Devora(z,y) N Devora(y, z)——Devora(z, z))

A5 Va Yy (Planta(x)——Devora(zx,y))

A6 Va Vy (Americano(x) A Americano(y)— (z = y))

AT Yz (Carnivoro(x)—(3y Devora(z,y))

A8 Va (Animal(z)—(Carnivoro(z) V Herbivoro(x) V Planta(x)))

A9 VY (Africano(x)——Americano(z))

A partir destas férmulas, podemos utilizar as regras da logica de primeira ordem para fazer
deducgoes sem utilizar qualquer informacao do modelo. As dedugoes podem ser feitas utilizando-se
apenas a forma das férmulas de I'z,, e o relacionamento que existe entre eles. Ou seja, pode-se
fazer dedugoes puramente sintaticas que se revelam verdadeiras no modelo, que se supoe seja
uma parte do mundo “real”. Esta é a esséncia da légica: a partir de um modelo (semantica)
constroem-se axiomas e regras (sintaxe) e entdao podemos fazer dedugoes utilizando unicamente as
regras da logica, sem recorrer aos significados “informais” do modelo.

As férmulas do modelo Zoo (Zooldgico) estao dados acima. Dizemos que Zoo € um modelo
para I'z,,. Para fazer deducoes sobre Zoo, podemos utilizar as formulas do conjunto I'z,, e todos
os axiomas das teorias de primeira ordem (que serdao vistos depois). Nao é importante que os
axiomas das teorias de primeira ordem ainda nao foram vistos. Podemos utilizar a intuicao para
suprir esta falta. Por exemplo, podemos deduzir que se Vx P(x), entdo 3z P(x). Da mesma forma,
utilizaremos a regra MP do CP e regras intuitivas para obter verdades nas TPO.

3Nao no sentido em que usamos esta palavra neste texto, mas no sentido usual de teoria cientifica.
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Abaixo sao mostradas alguns teoremas feitos com os axiomas acima. O raciocinio empregado
para conseguir estes teoremas nao sera mostrado.

1. Jx (Herbivoro(z)—Devora(x, g)), onde g é uma meta-varidvel que representa qualquer pé
de grama (g;);

2. Va Yy (Devora(z, y)— (—Carnivoro(z) V =Carnivoro(y))), dado que B A C——=A é um teo-
rema sse A— (=B V =(C).4

3. podemos reescrever Al como Vy (Herbivoro(y)— Devora(y, ¢g)) e utilizéd-lo em A4:

Vx Yy (Herbivoro(y) A Devora(x, y)——Devora(z, g)))
4. Yz (—(Americano(z) A Africano(x))), tirado de A9;

5. =3z (Americano(x) A Africano(z)), tirado do item anterior.

Abstraindo os Axiomas

As férmulas do conjunto I'z,, podem ser abstraidas ainda mais. Podemos empregar a lin-
guagem de primeira ordem e substituir os predicados Carnivoro(x), Herbivoro(z), Devora(z,y),
Africano(z), Americano(z), Animal(z) e Planta(z) por P., Py, Pi, Put, Pum, Pun € B,.> O nome
Efan é substituido por ¢, uma constante.

Definicao 4.5. Seja I'yps 0 conjunto das formulas A1-A9 definidas abaizo. Zoo € um modelo de
Fabs~

Al Va (Py(x)—PFy(x,g)), onde g € uma meta-varidvel que representa qualquer pé de grama (g;)

A2 Yz Vy (P.(z) A Po(y)——Pa(z,y))
A3 VY Vy (Pu(z) A Py(y) A —(y = ¢)—Py(z,y))
A4 Y VyVz (Py(z,y) A Pa(y, 2)——Py(z, 2))
A5 YV Yy (Py(z)——Py(z,y))

A6 V2 Vy (P () A Popn(y)— (7 = 7))

A7 YV (P.(x)— 3y Py(z,vy))

A8 Va (P (z)—(Py(z) V Py(z) V Py(z)))

A9 YV (Pyj(x)—Papm(7))

4Porque exatamente disto serd visto adiante. Mas vocé pode confirmar este fato fazendo a tabela verdade das duas
férmulas. Como elas sdo logicamente equivalentes, pelo Teorema 3.3 (Completude), BAC——A+«—A—(-BV-C)
é um teorema. Disto poderemos, nas préximas se¢oes, deduzir que B A C——A é teorema sse A— (=B V —C) é.

®Note que na linguagem de primeira ordem os predicados se chamam P/ e estamos utilizando nomes diferentes
aqui. Isto nao afeta em nada o raciocinio que se seque.

69



Figura 4.1: Um modelo alternativo para o conjunto de férmulas I';,s para o modelo do Zoolégico

Mudando os nomes, obtemos conjunto de férmulas mais abstrato do que o anterior. Uma
pergunta surge entao naturalmente: serd que existe algum outro modelo para I' s que nao Zoo ?
Existe e um outro modelo para I' s estd na Figura 4.2, que chamaremos de Fig. Considere que

e as bolinhas pretas correspondem aos carnivoros;

os quadradinhos pretos correspondem aos herbivoros;

o quadradinho preto embaixo, envolvido por um quadrado, corresponde a Efan;

os elementos da direita correspondem aos africanos e os da direita aos americanos;

a bola grande pontilhada representa todos os pés de grama;

e hi uma seta de x para y se x devora y;

Os elementos da figura obedecem a todas férmulas do conjunto I'y,s. De fato, poderiamos ter
acrescentado mais bolinhas pretas e quadradinhos e mesmo assim a figura iria satisfazer I'y;s. Este
¢ um dos pontos positivos de sistemas axiométicos: pode-se obter um conjunto de férmulas para
certo modelo e estas formulas podem ser empregadas para modelos completamente diferentes do
original. Isto representa um enorme ganho de trabalho, pois nem as férmulas nem os teoremas
que se deduzem delas precisam ser feitos a partir do nada.

Um outro modelo alternativo, chamado Num, pode ser tomado da Aritmética. Considere o
conjunto {5, 11, 13, 54, 701} e a correspondéncia:

e 5 corresponde ao carnivoro americano e 11 a um carnivoro africano;

e todos os nimeros correspondentes aos americanos (sé6 o 5) possuem um unico digito. Todos
os numeros correspondentes aos africanos possuem mais de um digito;

e o0 numero correspondente a planta, 701, é o inico que possui trés digitos;

e 0s numeros correspondentes aos herbivoros sao 54 e 13, sendo este tltimo correspondente a
constante Efan;

e Devora(z,y) corresponde a z divide y + 1. Entao temos que 5 e 11 dividem 54 + 1, 54 e 13
dividem 701 4+ 1 e 5 e 11 nao dividem 701 + 1.
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Exercicios de Treinamento

4.4. Facga outro modelo para o conjunto Iys. Suponha que os professores do ensino fundamental
de uma escola fagcam um curso em uma Universidade onde ha pelo menos dois professores, um
113

homem e uma mulher, que nao ensinam no ensino fundamental. A relagio Devora(x,y) € “r
ensina y”.

4.5. Faca outro modelo com numeros para as formulas Tgs. Sugestao: acrescente elementos no
conjunto universo de Num.

4.6. Formalize o modelo Fig.

4.7. Crie um conjunto de formulas logicas que caracterizem um conjunto de times de futebol
qualquer que estd disputando um campeonato. Nao faca formulas especificas que sirvam, por
exemplo, apenas para os times nacionais mais importantes.

4.8. Fxplique a frase: “um conjunto de formulas logicas comprimem informacdes sobre uma parte
do mundo real”. Na sua explicacao, explique porque as dedugoes que podem ser feitas utilizando
as formulas permitem comprimir uma grande quantidade de informagao em poucas formulas.

4.9. Faca um conjunto de formulas I' que caracterizem a copa do mundo de 2006. Isto é, o modelo
que queremos espelhar nas féormulas € a copa do mundo da Alemanha. Na linguagem utilizada,
deve existir trés constantes c1, o e c3 que correspondem ao Brasil, Itdlia e Alemanha. A linguagem
deve ter um simbolo de predicado G(z) tal que GEP%, o predicado do modelo, seja igual a {Itdlia}.
Este predicado representa o time vencedor da Copa. Obuviamente, as suas formulas devem ser tais
que possa-se obter I' = G(c2) e I'+ G(x)—(z = ¢2). Mas G(c2) nao pode ser uma formula de T'.

4.3 Sintaxe da Légica de Primeira Ordem

Esta secao apresenta a légica de primeira ordem como um sistema formal, sem referéncias a
interpretacao dos simbolos. Isto significa que os simbolos em si nao significam nada. Assim, uma
férmula Vz (P(z)—Q(z)) deve ser lida “para qualquer z, P(x) implica Q(x)”. Mas isto é apenas
a forma de se ler a formula. Ela nao significa que, se P(z) for verdade, Q(z) também o seré.
Isto é semantica, que serd vista na proxima secao. Aqui tudo o que interessa é que temos um
conjunto de simbolos e regras para manipular estes simbolos. O que estes simbolos representarao,
na semantica, é irrelevante. Poderiamos, por exemplo, trocar V por [J e — por o e deixar esta
segdo exatamente como ela estd. Neste caso, uma férmula Oz (P(z) o Q(x)) poderia ser lida, por
exemplo, como “Quadrado x, P(z) circulo Q(z)”. Porém, antes de apresentar os axiomas e regras
de deducao, é necessario estudar algumas defini¢oes e precaucoes que devem ser tomadas no estudo
deste tipo de sistema formal.

Definicao 4.6. Na formula Yx A, A € o escopo do quantificador Yx que ndo necessariamente
utiliza a varidvel x. Naturalmente, se nao utiliza, o quantificador pode ser retirado e obtemos uma
formula mais simples e equivalente a original.
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Os simbolos P e f sao meta-simbolos que representam um simbolo de predicado qualquer
e um simbolo de fungdo qualquer. Assim, Vx Vy P(z, f(1,y,3)) representa todas as férmulas
(infinitas delas) onde P é um simbolo de predicado qualquer de aridade dois e f é um simbolo
de funcao qualquer de aridade trés. Note que nao adotamos aqui a convencao utilizada no inicio
deste Capitulo onde H(x), P(z), etc eram predicados especificos, representavam exatamente uma
propriedade como “homem”, “primata”, etc.

Podemos também utilizar, nos exemplos, os simbolos de constantes (0, 1, ...), simbolos de fun¢ao
(+, —, /, etc) e predicado convencionais da Aritmética (<, <=).9 Como exemplo, considere um
termo 2 + 3. Utilizamos a fun¢do + na forma normal da Aritmética e nao na forma definida pela
linguagem. Pela linguagem, as fungoes de duas varidveis, como o +, tém nomes fZ, f2, f2,.... E
as constantes tém nomes ¢y, co, c3, .... Se fossemos rigorosos, o termo 2 4 3 deveria ser escrito
como fZ(cy,cy) com a explicacdo de que fZ é a soma convencional e que ¢; e ¢y representam o 0 e
1.

Como exemplo, sao férmulas validas:

. VaVy (x+y=y+x)
2. Vx (r+0=1x)

3. VeVydz (z<y—(z+2=yAN0< z2)), se x <y, pode-se somar algo a x para alcangar y.

Variaveis livres e ligadas

Uma variavel pode ocorrer diversar vezes em uma mesma férmula. Por exemplo, x em
r < 0AVz P(x)
aparece tres vezes. Mas na primeira ocorréncia, a da esquerda, ela esta fora do escopo do quan-
tificador existencial e, portanto, representa algo bem diferente das duas outras ocorréncias.

Definicao 4.7. Uma ocorréncia de uma varidvel x em uma formula A € ligada se ela estd no
quantificador (Yx) ou dentro do escopo de um quantificador Yz. Se uma ocorréncia de x nao é
ligada, entao ela € livre.

Como exemplo, a primeira ocorréncia de z em = < 0 A Va P(zx) é livre. A segunda e a terceria
sao ligadas.

Utilizaremos A(x;,, ©4,, ...x;, ) para uma férmula A que possivelmente, mas néo necessariamente,
possui z;,, Z;,, ... € x;, como varidveis livres. Se A é
x < 1AVyP(x,y)
podemos escrever A(x), o que faz sentido, e podemos escrever A(z, z), que nao faz sentido mas é
correto. E também o mais confuso A(z,y). Escrever A(z,z) ou A(z,y) é equivalente a escrever
A(x). Normalmente, queremos que a férmula A(x;,, z4,, ...x;, ) tenha z;,, z;,, ... e x;, como varidveis

6Um predicado da aritmética deve ser entendido como uma relagdo. Por exemplo, o conjunto dos pares (x,%)
tais que x < y é uma relacdo. Este conjunto é um subconjunto de R2.
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livres.
Termo livre para uma variavel

Freqiientemente sera necessario substituir uma varidavel livre por um termo. Por exemplo,
dada a férmula

Ve3dz (z+z2=1y)
pode ser necessario substituir y pelo termo 2 + 3. Entao teriamos
Vedz(r+2=2+3)

Nao houve problema algum, o significado inicial da férmula continua intacto. O “significado” sé
serd estudado na semantica da LPO mas considere por um momento que esta férmula se refere
aos elementos de Z (inteiros positivos e negativos) e que possui o significado usual. Neste caso,
para todo x, dado um y, existe um z tal que x + z = y. Substituindo o y por 2 + 3 o significado
continua valido: para todo z, existe um z tal que = + z = 2 + 3. Mas e se o termo tiver varidveis
? Substitua y por 2 4+ w:

Ve3z (z+2=2+w)

Nao houve nenhum problema: para todo x, dado 2 + w, existe um z tal que x + z = 2+ w. Mas e
se y for substituido pelo termo 2 4+ z ? Teremos

Vedz (z+2=2+2)

Agora a interpretacao é: para todo x, dado 2 + z, existe um z tal que z + z = 2+ 2. O significado
mudou. Utilizando as regras usuais da Aritmética, esta formula esta dizendo simplesmente que,
para todo z, x = 2. O que aconteceu ? Colocamos um termo, 2 + z, que continha uma variavel,
z, que ja estava ligada (pelo 3). Isto sempre mudara o “significado” da sentenga. Entao este tipo
de substituicao sera proibido. S6 se podera substituir, em uma férmula A, uma variavel y por um
termo t se t for livre para y em A.

Se t for f(w) + 2, podemos substituir y por ¢ nas seguintes férmulas
Vo (y < x)
Jx1 Vg (fo(1, 22,y) = 0)
Yy (fily) <0)—(y+1=2)
P(y) ANVz (x < y)—FJw P(w)

Note que a terceira férmula é (Vy (fi(y) < 0))—(y+1 = 2) e que a terceira e tltima ocorréncia
de y é livre nesta férmula.

A quarta férmula é (P(y) A Vx (x < y))—3Jw P(w). Substituindo y por f(w) + 2 nao causa
problemas, pois o w deste termo nao fica ligado depois da substituigao:

(P(f(w)+2) AVz (z < f(w) +2))—3Fw P(w)

Um problema acontece sempre que uma variavel que é livre no termo se torna ligada na férmula
depois da substituicao. Note que sé podemos substituir uma variavel livre por um termo em
uma férmula. Nunca substituimos uma varidvel ligada (a menos que retiremos o quantificador,
mas isto é outra estéria).
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Definicao 4.8. Se A é uma formula e t um termo, dizemos que t é livre para y em A se
nenhuma ocorréncia de y em A ocorre dentro do escopo de um quantificador (Vw, Jw) onde w é
uma varidvel em t.

Note que uma variavel em um termo é sempre livre, j4 que termos nao possuem quantificadores.
Uma variavel livre de uma féormula sé deve ser substituida por um termo se o termo for livre para
a variavel na féormula. Do contrario obtém-se resultados diferentes dos esperados.

Exercicios de Treinamento

4.10. Quando dizemos que A € uma formula, isto significa que A ndo possui varidveis livres ?
Quando dizemos que A(x) € uma formula com wvaridvel livre x, isto significa que = é a unica
varidvel livre ?

4.11. Represente as sequintes sentencas na linguagem da LPO. Sempre que possivel, simplifique
as sentencas e depois represente-as novamente em Portugués. Utilize predicados como R(z) para
“r € responsavel”.

(a) Todos os deputados querem que a CPI termine em Pizza.

(b) Eziste um politico que nao quer que a CPI termine em Pizza.
(c) Nao € verdade que se um animal nada ele € um peize.

(d) Nao € verdade que se um animal nada ele nao é um mamifero.

(e) Jodo amava Teresa que amava Raimundo que amava Maria que amava Joaquim que amava
Lili, que nao amava ninguém.

(f) X nao gosta de ninguém que goste dele.

(g) E tio facil trocar uma lampada que qualquer um pode fazé-lo.
(h) Se ele pode fazer a li¢ao, entdo qualquer um pode.

(i) Pelo menos uma pessoa € inteligente.”

(3) Se Jodo conseque fazer o exercicio, Pedro nao consegue. E vice-versa. Mas quando Pedro
conseque, pelo menos uma outra pessoa da turma conseque fazer o exercicio.

(k) O barbeiro de uma aldeia faz a barba de todo mundo que ndo faz a barba de si mesmo.
(1) Se dois conjuntos tém os mesmos elementos, eles sao iguais.

(m) Se L sabia de tudo, L € responsdvel. Se algum subordinado de L sabia de tudo, entdo L sabia
de tudo. Um subordinado de L sabia de tudo.

7A notacdo Iz “significa’, na linguagem comum, que existe um z. Mas nada impede que exista mais do que
um. Assim, Jz de fato significa “um ou mais”.
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(n) Se L sabia de tudo, L € responsdvel. Se todos os subordinado de L sabiam de tudo, entdo L
sabia de tudo. Todos sabiam de tudo, inclusive os subordinados de L.

4.12. Elimine os parénteses das sequintes formulas

(Vz (P(z) vV Q(z))) A (Fz (2 < 0)—R(2))
(z<)AQFyy<zAPy)))

Fu (Vy Pz, y))— (32 Q(z, 2))

Jz (Vw (Vy P(z,y,w)))— 3z Q(z, 2))

4.13. Se um termo t € f(z), diga em quais itens abaizo tém-se que t € livre para x na formula
dada.

Vy (x <5 A P(y))

o Vy(y <5A3JzP(z,z2))

o Vz(z < 1)—3y P(x,y))

o (z<Ay(y<zAP(y)))
o (x<1)A(3z(z<zAP(2)))

4.14. Dé exemplo de um termo e de uma formula tal que o termo nao € livre para uma varidvel
livre x na formula.

4.15. FExplique que problemas podem ocorrer se substituimos, sem cuidados adequados, uma varidvel
livre por um termo qualquer em uma formula. Dé um exemplo.

A Logica de Primeira Ordem como um Sistema Formal

Uma teoria de primeira ordem é um sistema formal que utiliza pelo menos os esquemas de
axiomas e as regras MP e Gen, todos especificados abaixo. Considere que A, B e C sao féormulas
quaisquer da linguagem da LPO; isto é, elas sao meta-férmulas. = é uma meta-variavel; isto é, x
pode ser substituido por qualquer variavel da linguagem de primeira ordem.

Axiomas:

(A1) (A—(B—A))

(A2) (A—(B—C))—((A—B)—(A—()))
(-B——A)—((-B—A)—B))
(A4) (Vz A(x))—A(t) se A(z) é uma férmula e ¢ é um termo livre para x em A(x)

(
(
(A3) (
(
(Ve

(A5) (A—B))—(A—(Vz B)) se A nao contém ocorréncias livres de x
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(A6) z==x

(A7) z = y—(A(z,2)—A(z,y)), onde A(x,y) é a férmula A onde algumas ou todas as
ocorréncias livres de x foram substituidas por y. Assume-se que y é livre para x em A(z, ).

Regras de deducao ou inferéncia:

MP Modus ponens: se A e A— B sao teoremas, B também ¢é teorema.

Gen Generalizagao: se A é teorema, V (A) é teorema.

Note que os trés primeiros axiomas sao os mesmos do CP. Naturalmente, cada um destes
esquemas de axiomas pode dar origem a infinitos axiomas. Por exemplo, a meta-variavel x em A4
pode ser substituido por qualquer variavel da linguagem da LPO: x, x5, x3, .... Observe que A,
B e C' sao meta-formulas e podem ser substituidas por quaisquer férmulas da linguagem da LPO.

O axioma A7 garante que se x = y, entao pode-se trocar x por y em qualquer férmula, desde que
a introducéo do y em A nao modifique o significado original da férmula. Por exemplo, considere
Az, x) =gy VzIw(z+w = z). Claramente x = y—((Vz 3w(z+w = z))—(Vz Jw(z+w = y))).
Mas se y ja existir na férmula A(z,x), a substituigao de uma ocorréncia de x por y pode tornar
uma ocorréncia livre em A(z,x) em ligada em A(x,y). Por exemplo, considere A(x,z) =4y
Vy (f(z) = f(y)). Utilizando a interpretagdo matematica usual, a férmula A caracteriza uma
fungao f constante, pois, pela regra Gen, se - A entao b+ Va Vy (f(z) = f(y)). Mais uma vez
recorremos a semantica para justificar a sintaxe. Mas é isto que deve ser feito: a sintaxe deve
espelhar a semantica que se espera, nao deve nunca discordar dela.

Se substituirmos a ocorréncia livre de x em Yy (f(z) = f(y)) por y, obtemos

Yy f(y) = Fy)

o x, antes livre, agora ¢é ligado. E esta féormula nao caracteriza uma funcao f constante mas sim
uma funcao qualquer de um argumento, utilizando a interpretacao matematica usual. Agora a
sintaxe discorda da semantica esperada e é por isto que esta substituicao nao é valida.

Note que:

e uma teoria de primeira ordem pode ter axiomas especificos para certo dominio, além dos
axiomas A1-A5. Por exemplo, uma LPO para formalizar a Aritmética teria axiomas como
Vo (x+0=x)
VeVy (z.(y+1) =z.y+x)

Estes axiomas sao chamados de axiomas préprios ou axiomas nao légicos. E esta
ultima terminologia que empregaremos. Em todos os teorema que empregaremos nas segoes
sequintes, nao utilizaremos ariomas nao-logicos;

e nenhuma LPO precisa de ter novas regras além de MP e Gen. Pode ser provado que qualquer
outra regra pode ser simulada com estas duas (talvez com o acréscimo de mais axiomas);
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e na regra da generalizagao, nao é necessario que x seja variavel livre de A, embora geralmente
esta regra seja aplicada neste caso. Ou seja, se

P(z,y)—P(y, v)
é teorema,

também é teorema, embora o acréscimo do quantificador nao modifique a férmula em nada.

Definicao 4.9. Uma teoria de primeira ordem sem azriomas nao logicos é chamada de calculo
de predicados de primeira ordem.

Existem infinitos calculo de predicados de primeira ordem pois, apesar de todos eles compar-
tilharem os axiomas e as regras, os predicados e as func¢oes podem variar. Entao um calculo de
predicado pode ter como predicados P(z), Q(x,y, z) e como fungao f(x,y, z) enquanto que outro
célculo de predicados pode utilizar R(x,y) e fungado g(z). Um célculo de predicados pode mesmo
nao ter nenhum predicado e nenhuma fungao. E muito importante notar que, como um célculo
de predicados nao possui azriomas nao logicos, nenhuma caracteristica pode ser especificada para
os predicados e as fungdes. Por exemplo, nao se pode especificar que um predicado P(x,y) é
reflexivo em um céalculo de predicados. Em uma teoria de primeira ordem qualquer, isto pode ser
feito utilizando-se um axioma:

VaVy (R(x,y)«—R(y,))

Da mesma forma, em um calculo de predicados nao se pode especificar as caracteristicas das
funcoes. Por exemplo, a funcao + da aritmética possui a propriedade de que x somado a zero é x:

Vo (x40 =x)

Deste ponto em diante, a palavra “teoria” serd utilizada para “teoria de primeira ordem”.
Utilizaremos F A para significar que A é um teorema de uma teoria de primeira ordem. De qual
das infinitas teorias de primeira ordem estamos nos referindo deve ser deduzido do contexto: se,
ao provar um teorema sobre uma teoria de primeira ordem qualquer T utilizamos F A, entao
queremos dizer Fp A.

Comentéarios sobre os axiomas

Os axiomas utilizam meta-variaveis que podem ser substituidas por quaisquer variaveis ou por
outras meta-variaveis. Entao, qualquer variavel de uma férmula A pode ser trocada por outra que
nao aparece na férmula. Assim, P(x,y)—(x = y) é equivalente a P(z,w)—(z = w).

No axioma A4, o termo ¢ pode ser simplesmente uma variavel x;. Por exemplo, é uma instancia
deste axioma
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(Vxq P(xq))— P (1)

Logo, se Vxy P(z1) é um teorema, por MP podemos deduzir P(z), um teorema onde a varigvel é
livre.

O esquema de axioma (ou axioma) A4 exige que ¢ seja livre para x em A(z). Como j4 foi visto
anteriormente, se isto nao for exigido obtém-se resultados diferentes dos esperados.

O axioma Ab exige que A nao contenha ocorréncias livres de x. E se contiver 7 Considere a

formula
(Voy (1 = 1—21 = 1)) — (21 = 1— (V21 (2, = 1))

que ¢ instancia do axioma A5. De fato, uma falsa instancia, pois este axioma proibe que A tenha
ocorréncias livres de x;. Neste caso, A é r1 = 1 onde x; é livre. Esta instancia de axioma, se
interpretada com o significado usual, diz que algo verdadeiro, (Vx; (r1 = 1—2z; = 1)), implica
algo falso, (x; = 1—(Vx; (1 = 1)). Nao é porque z; = 1 que todo x; é igual a 1. Note que o
primeiro x; desta férmula nao se relaciona de forma alguma com o segundo, que estda no escopo
de um quantificador. Veremos mais sobre isto em breve.

No raciocinio empregado no pardgrafo anterior, recorremos a semantica usual dos simbolos V,
—, etc. Mas isto nao deveria ser importante no estudo da sintaxe, onde os simbolos nao tém
significado algum. Mas a sintaxe de uma teoria, seus axiomas e regras de dedugao, sé ¢é feita
depois de compreendida a semantica, o que deve ser considerado verdadeiro ou falso. Os axiomas
e regras devem espelhar a semantica, concordar com ela. Neste caso, consideramos uma instancia
do axioma A5, (Vzy (x; = 1—21 = 1))—(2; = 1— (V21 (217 = 1)), e a Aritmética usual. As
duas nao concordam. Poder-se-ia tomar um exemplo de outra area ou mesmo um exemplo mais
abstrato [4]: sejam A e B ambos P(z), um predicado. A “instancia” de A5 é

(Vo (P(2)—P(z)))—(P(z)—(Vz P(z))

Claramente, o antecedente (Va(P(x)— P(z))) é sempre verdadeiro mas nem sempre o consequente
(P(x)—(Vz P(x)) o é. Tome P(z) como “x é par” e considere que os elementos que o z pode
assumir sao os ntmeros inteiros. Esta tltima férmula diz que se um x é par, todos os x também
sao.

Alguns Meta-teoremas sobre as Teorias de Primeira Ordem

Considere uma teoria de primeira ordem T qualquer, que chamaremos simplesmente de teoria.
Qualquer mencao a “teoria” nesta secao se refere entdo a uma especifica teoria T sobre a qual
vérios meta-teoremas serdo enunciados ou provados. Um meta-teorema é um teorema sobre T (diz
algo sobre a teoria) e ndo um teorema de T (que utilizaria a linguagem de primeira ordem).

Teorema 4.1. Qualquer cdlculo de predicados de primeira ordem € consistente.
Este teorema é muito importante. Ele garante que, se os axiomas nao logicos nao forem
utilizados, entao uma teoria de primeira ordem é consistente.

Definicao 4.10. Seja A uma tautologia no CP e A" uma férmula da linguagem de primeira ordem
(LPO) obtida de A pela substituicao das varidveis proposicionais por formulas da LPO. Entdo A’
¢ chamada de instancia de tautologia.
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Teorema 4.2. Toda formula da LPO que é uma instancia de tautologia é um teorema de T.

Prova. Seja A uma tautologia no CP e A’ uma férmula da linguagem de primeira ordem (LPO)
obtida de A pela substituicao das variaveis proposicionais por férmulas da LPO. Pelo Teorema
da Completude (pagina 3.3), A é um teorema do CP. Tome a prova de A no CP e substitua os
aparecimentos das variaveis proposicionais pelas férmulas correspondentes da LPO. Se esta prova
utiliza variaveis proposicionais que nao aparecem em A, substitua estas varidveis por férmulas
quaisquer da LPO. A prova resultante desta transformacao é uma prova de A’ em T, linguagem de
primeira ordem. Além disso, foram utilizados apenas os axiomas A1-A3 e a regra MP do CP. [

Observagao: uma férmula Va P(z)—Vz P(x) é um teorema de T pois B— B é uma tautologia
no CP. Mesmo envolvendo o quantificador universal, que nao esta presente no CP, esta férmula
serd considerada tautologia em T. Da mesma forma, (Vz P(z)) A (Vx P(z))—(Vx P(z)) é uma
tautologia e um teorema de T.

A férmula Vz (P(x)— P(z)) nao é uma instancia de uma tautologia pois nao pode ser obtida
pela Defini¢ao 4.10. Mas claramente, esta férmula é um teorema.

Corolario 4.1. Se considerarmos cada tautologia um axioma, os axiomas A1-A3 podem ser
eliminados das teorias de primeira ordem.

Observacao: os axiomas do Calculo Proposicional sao muito dificeis de usar. Qualquer pequena
prova de um teorema se transforma em um pesadelo de manipulagao de simbolos. Contudo,
utilizando o Teorema 4.2 podemos elimina-los completamente da lista de axiomas das teorias de
primeira ordem (TPO). Este teorema diz que, se uma férmula A é tautologia, entao ela é teorema
das TPO. Para verificar se certa férmula é tautologia, podemos utilizar um método semantico
como fazer a tabela verdade ou construir o tablo para a formula. Ambos sao muito mais faceis do
que tentar descobrir uma prova para a férmula. Assim, de agora em diante os axiomas A1-A3 nao
serdo utilizados, pois consideraremos que, se A é tautologia, A é axioma.

Definicao 4.11. Uma formula é fechada se ndao possui varidveis livres.

O teorema da Dedugao do CP nao pode ser aplicado diretamente em teorias de primeira ordem.
A sua aplicacao direta resulta em erros. Ha vérias restricoes a sua aplicacao e, por simplicidade,
enunciaremos uma forma restrita deste teorema.

Teorema 4.3. (Teorema da Deducdo - forma restrita) Se A € uma formula fechada e
INAFB

entao
'-A—B

Em particular, se A+ B, entio - A—B.

Fatos Importantes sobre Teoremas de Teorias de Primeira Ordem

H& intimeros fatos importantes sobre teorias de primeira ordem que auxiliam em provas de
teoremas. Abaixo sao detalhados alguns deles. Note que muitos destes fatos se aplicam também
ao Célculo Proposicional.
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Lema 4.1. Sempre que tivermos um teorema ou esquema de teorema A, podemos utilizar A ou
qualquer de suas instancias dentro de uma prova, como € feito no meta-teorema a sequir. Isto é
permitido porque, na prova, onde aparece A seria possivel expandir a prova repetindo-se todos o0s
passos da prova do proprio A:

Prova de A: Prova de B que utiliza A
1. A 1. B
2. A, 2. B,
k. A -—> A prova de A poderia ser inserida aqui
n. A
m. B

Lema 4.2. Se A«—DB, entao - A sse - B

Prova. (=) Assumindo - A«— B, suponha que F A e provaremos - B. Toda tautologia é um
teorema e vice-versa pelo teorema 3.3 (Completude) e 3.2 (Corregao). Entdo A«—DB e A sao
tautologias. Logo B é tautologia e portanto teorema.

A prova na diregao <= ¢ similar. [

Este lema é muito importante. Ele pode ser aplicado a todas as férmulas logicamente equiva-
lentes descritas na secao 3.1, pagina 23. Como exemplo da aplicagao deste lema, temos que

FA—DBsset-B——A

A proposicao apresentada abaixo é uma extensao para as teorias de primeira ordem da Proposicao 3.3.

Proposicao 4.1. Considere A uma formula dentro da qual hd uma ou mais ocorréncias de uma
formula B que nao contém varidveis livres. Seja A’ a formula obtida a partir de A pela troca de

uma ou mais ocorréncias de B por B', onde B’ também ndao contém varidveis livres. Entao, se
F B«——DB', entio b A——A’

A proposicao seguinte garante que se modificarmos os nomes das variaveis em um teorema ele
continua teorema.

Definicao 4.12. Uma férmula A’ é uma variante de A se A’ pode ser obtida a partir de A pela
aplicacao sucessiva de zero ou mais das sequintes regras:

e troque uma varidvel livre x em A por y em A, sendo que x e y sao meta-varidveis e y nao
aparece em A nem em A’;

e troque uma varidvel quantificada, Y ou 3z, e todas as varidveis x dentro do escopo deste
quantificador por y, desde que y nao tenha sido utilizada no escopo de Vxr em A e seja uma
varidvel nova em A'.

Em resumo, é sempre possivel mudar os nomes das varidveis desde que elas nao conflitem
com nomes de outras varidaveis que aparecam na mesma formula. Como exemplo, uma férmula
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Vo P(x)—3z Q(z, ¢) tem como variantes Yy P(y)— 3z Q(z, ¢) e Yy P(y)—3z Q(z, ¢) mas nao
Vy P(x)—3w Q(y, c).

As seguintes férmulas sao variantes de A =45 V21 P(21)—3yQ (21, y, 22, 2).
L V$4P<I4)—>3]}Q(ZE17 T, Ta, U})

b VxP(:z:)—EIyQ(:U, Y, T3, 3:2)

o Vu,P(r1)—32Q(w, 2, x2, x1)

o VrP(x1)—3JyQ(x1, y, T2, 2), a propria férmula A.

Proposigao 4.2. Seja A" uma variante da formula A. Entio - A sse b A’.

Esta proposicao é importante, pois freqiientemente nao podemos utilizar os axiomas A4 e Ab
e algumas regras derivadas (dadas a seguir) unicamente por causa de nomes de varidveis.

Considerando os Corolérios, os lemas e a proposicao acima, estamos em condicao de expandir
a definicao de prova dada na pagina 3.10.

Corolario 4.2. Uma sequéncia de formulas By, Bs, ..., B, € uma prova de B,, se cada B; é:

(a) uma tautologia;
(b) wma instancia de um dos aziomas A4-AT;
c) resultado da aplicacao de MP com B; e By, onde By é B;—DB; e j, k < i;
j j
(d) resultado da aplica¢io de Gen com B;, j < i, B; =4y V2 Bj;
(e) um teorema jd provado;
f) logicamente equivalente a B;, 7 < 1; isto é, By«——B,; ¢ uma tautologia;
j j

(g8) uma variante de uma formula B;, j < i.

Prova. Considerando o Corolario 4.1 e os lemas 4.1 e 4.2 e a Proposicao 4.2, a conclusao é imediata.
]

Definicao 4.13. Considere um conjunto I' de formulas. Uma seqiéncia de formulas By, Bs, ...,
B,, € uma prova de B,, considerando I' com hipdteses se cada B; € uma formula de T' ou obtido de
acordo com o Coroldrio 4.2. Escrevemos I' b A para “A € teorema tomando-se I' como hipdteses
ou premissas”.

Como exemplo, considere a prova do teorema C—(A—Vz B),C - Jx -B——A

1. C—(A—Vz B), hipdtese
2. C, hipétese
3. A—Vzx B, MP 1, 2
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4. =Vx B——A, logicamente equivalente a 3

5. =Vx -~ B—-A, logicamente equivalente a 4 pela Proposi¢ao 3.3 (que também se aplica a
teorias de primeira ordem), pois B«———DB.

Agora, pela definicao de 4, temos que dx C' é equivalente a =V —~C'. O teorema obtido pode
ser escrito como dr -~B——A utilizando a defini¢ao de 3.

Exercicios Triviais

4.16. Ezplique o que é: a) uma meta-varidvel; b) uma meta-formula; ¢) um meta-teorema e d)
um esquema de prova.

4.17. O que € uma teoria de primeira ordem.

4.18. Quais as regras utilizadas em teorias de primeira ordem ¢ Uma destas regras, quando
aplicada utilizando formulas B e C, cria uma nova formula A. FEsta nova formula é maior ou
igual a B e C' (em nimero de simbolos) ¢ A outra regra utiliza apenas uma formula B e cria uma
formula C' a partir dela. C é maior do que B ¢ Com estas informacoes, e so elas, pode-se deduzir
que qualquer teoria de primeira ordem € decidivel ?

4.19. Explique o axioma A7 em palavras.
4.20. O que € um cdlculo de predicados de primeira ordem ?
4.21. O que € um axioma nao logico ¢

4.22. Discuta: os axiomas A1-A7 das teorias de primeira ordem nao permitem descrever quaisquer
caracteristicas especificas de nenhuma parte da Matemdtica como Aritmética, Geometria Analitica,
Algebra, etc.

4.23. Considere uma teoria de primeira ordem que utiliza uma linguagem com um simbolo de
predicado < bindrio, uma funcao f undria e constantes c1, co, . ... Fsta teoria nao emprega, como
em todo o texto da apostila, ariomas ndao logicos. Pode-se afirmar que esta teoria € consistente ?
Que teorema garante isto ¢

4.24. EVx (P(x)—P(x)) uwma instincia de uma tautologia ¢ E Va P(x)—Vz P(z) ?

4.25. Porque pode-se fazer provas em teorias de primeira ordem considerando-se todas as instancias
de tautologias como teoremas ?

Regras Extras para Teorias de Primeira Ordem

As teorias de primeira ordem vista neste Capitulo utilizam MP e Gen como regras. Uma regra

¢ uma forma de produzir um novo teorema a partir de um ou mais teoremas. Por Modus Ponens,
se-Aek A—B, entao - B. Por Gen, se - A, entao - Vz A.

A partir destas regras e dos axiomas A1-A7, pode-se deduzir outras regras de inferéncia,

apresentadas a seguir. Convidamos o leitor a prova-las utilizando os teoremas 3.3 (Completude) e
3.2 (Correcao).
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Lema 4.3. (Redugao ao absurdo) Se A+ B AN —=B e A nao possui varidveis livres, = A
Lema 4.4. Set A, entao- AV B

Lema 4.5. Set A, entao- BV A

Lema 4.6. - AV B sse- BV A

Lema 4.7. - AANB sse-A ek B

Lema 4.8. F AAB sse-BANA

Lema 4.9. Se- AV B, - A—C et B—C, entao + C.
Lema 4.10. Se- AV B ek —A, entao - B.

Lema 4.11. Se+ A—B e+ B—C, entio - A—C.
Lema 4.12. Set+ A«—B et B«—C, entio - A—C
Lema 4.13. - A«—B sse- A—B et B—A

Lema 4.14. (Regra da introducio do V) Se = A—B e x ndo € livre em A, entdo - A—Vz B.

Prova.

1. A— B, pois esta férmula é teorema

2. Vo (A—B), por Gen

3. (Vx (A—B))—(A—(Vz B)) , instancia de A5
4. (A—((Vz B)), MP 2, 3

O

Lema 4.15. (Regra da substituicao) Set- A e A" é A(ty,ta,...t,), onde t; substitui a varidvel livre
x; de A, entao - A’.

Por esta regra, pode-se substituir as variaveis livres de uma férmula por outras e a féormula
resultante serd teorema se a féormula original também for. Este resultado também pode ser obtido
pela Proposicao 4.2.

Lema 4.16. (Regra da distribui¢io) Se - A— B, entdo - 3x A—3Jx B e - Vo A—Vz B.

Definicao 4.14. O fechamento de uma formula A que possui as varidveis livres x;,, Ty, ..., X;
é a formula Vr; Vx,, ...Vz; A.

n

Lema 4.17. (Lema da Substituicio) Se uma formula A possui como varidveis livres x1, T,
Ty, entao

a) F A(ty, to, ..ty)— 3z 2o ... 2, A
b) H Vxl VIQ .. \V/l’n A—>A(t1, tQ, tn>

ceey
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onde t; substitui z; em A(ty,ta,...t,).

Lema 4.18. (Lema do Fechamento) Set- A € o fechamento de A, entdo - A sse = A’.

H& outras formalizagoes para teorias de primeira ordem, que utilizam outros conjuntos de
axiomas, que ndo A1-A7, e outras regras que nao MP e Gen. Por exemplo, Shoenfield [6] utiliza
0s seguintes axiomas

(A1) Av-A

(A2) A(t)—3z A, onde A = A(x)

(A3) z==x

(A4) (ri=yiANza=yY2 A... 2y =yn)—f(21,22,...2,) = f(Y1,Y2, ... yn) para todo n natural;

(A5) (z1 =y Az =Y Ao ..y =yn)—P(x1,29,...2,)——P (Y1, Y2, . . . yn) para todo n natural;
E as seguintes regras

R1 SeF A, entao - BV A (Regra da expansao)

R2 Se - AV A, entdao - A (Regra da contragao)

R3 Se- AV (BVC),entao - (AV B) V C (Regra associativa)
R4 Se- AV Bet —-AVC, entdao - BV C (Regra do corte)

R5 Se H A—B e z nao é livre em B, F 3 A— B (Regra da introdugao do 3)

Exercicios de Treinamento

4.26. Seja A uma formula que ocorre dentro de uma formula B. A féormula B’ € construida a
partir de B trocando-se as ocorréncias de A por A’ sendo que  A«——A’. Se - B, entao pode-se
afirmar que &= B" 2 Dé um exemplo de formulas A, A" e B que obedecem a estas especificacoes.

4.27. Por qué podemos utilizar outras regras na prova de teoremas além de MP e Gen ?
4.28. Por qué podemos utilizar um teorema jd provado na prova de um outro teorema ?

4.29. Se obtivermos ' = A e ' = =A, onde I é um conjunto de formulas, isto significa que houve
um erro em nossas deducoes; isto €, houve um erro nosso ?

4.30. Se obtivermos ' A e ' =A, onde T é um conjunto de formulas, isto significa que I' = B
onde B ¢ uma formula qualquer ¢

4.31. Clite cinco regras de inferéncia (ou dedugdo) para teorias de primeira ordem que nio MP e

Gen.

84



Teoremas de uma LPO

Considere uma teoria de primeira ordem T qualquer. Esta teoria se distingue das demais apenas
por empregar diferentes simbolos de predicado e de funcao e constantes, ja que estamos admitindo
que T nao possui axiomas nao logicos. T emprega pelo menos os axiomas A1-A7 e utiliza as regras
MP e Gen. Baseado apenas nestas informacgoes, podemos deduzir varios teoremas. Eo que é
feito abaixo. Utilizamos a definicao de prova dada no Corolario 4.2 que é equivalente a definicao
original mas mais facil de trabalhar.

Lema 4.19. -V A— A onde A s6 possui x como varidvel livre.

Prova. Yr A(xr)— A(x) é uma instancia de A4 tomando o termo ¢ como z. A férmula A sempre
pode ser escrita como A(x), onde x funciona como um “parametro” para a férmula. Da mesma
forma, A pode ser escrita A(z), mesmo que A nao tenha x como varidvel livre. Logo, Vo A— A
é também uma instancia de A4. ]

Lema 4.20. Se - Vx A, entdo - A.

Prova.

1. Vz A, pois esta férmula é teorema
2. Yo A— A, utilizando o lema 4.19
3. A, MP 1, 2

Lema 4.21. - Vo Vy A—VyVz A se A nao possui varidveis livres.

Prova. Provaremos Va Vy A - Vy Va A. Pelo Teorema da Deducao, provamos o teorema.

—_

. Va Yy A, hipdtese

2. Vx Vy A—Vy A, instancia de A4
3. Vy A, MP 1, 2

4. Vy A— A, instancia de A4

5. A, MP 3, 4

6. Vx A, Gen aplicada a 5

7. YyVx A, Gen aplicada a 6
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Pode-se fazer uma prova menor utilizando-se o 4.17:
Prova.
1. Vx Vy A, hipétese
2. Vo Vy A— A, aplicando o Lema 4.17 b) onde t; é x e t3 é y. Lembre-se de que A(z,y) = A
3. A, MP 1, 2

4. Vx A, Gen aplicada a 3
5. VyVz A, Gen aplicada a 4

Lema 4.22. + A(t)—3z A(x)
Prova.

1. Vo = A(x)——A(t), instancia de A4

2. A(t)——Vz—A(x), férmula logicamente equivalente a 1, pelo Teorema 4.2, pois (C— D)« (—D—

Esta ultima férmula é uma abreviatura de A(t)—3x A(z) O

Lema 4.23. - Vo A—dx A onde A so possui x como varidvel livre.

Prova. Como Yz A nao possui variaveis livres, podemos aplicar o Teorema da Deducao. Entao
provaremos Vx A - Jdz A e teremos a prova do teorema.

1. Vx A, hipdtese

2. A, lema 4.20

3. A(x)—3x A(z), pelo lema 4.22 com t = x
4. dx A(z), MP 2, 3

Como A = A(x), temos Vx A+ Jz A et Vo A—3x A. O

Exercicios de Treinamento

4.32. Prove sintaticamente que as sequintes formulas sao teoremas.

(a) Vo A(x)—A(c), onde a linguagem possui uma constante c;

(b) (z =y)—(f(z) = f(y)), onde a linguagem possui uma fun¢ao undria f;
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(c¢) =3z A(z)«—Vz -A(x)

(d) A——3x A, onde x nao € livre em A. Use o Teorema da Dedugdo;
() x=y—y=u2

(f) t =t, ondet é um termo qualquer;

(g) 3z (z = ¢), onde ¢ é uma constante da linguagem.

4.33. Prove sintaticamente as sequintes formulas sao teoremas dadas as hipotese.

(a) Vx A(x) F A(c), onde a linguagem possui uma constante c;

(b) A(w) F 3z A(z), onde A possui uma varidvel livre x e A(w) € a formula A com x substituido
por wy;

(c) A—B, VYx =B+ =3z A. Use o Teorema da Dedugao;
(d) A, AV B—CF+C
(e) Vz A(x), P(c) - 3z (AN P(x))

4.4 Semantica das Teorias de Primeira Ordem

Esta secao apresenta a semantica associada as teorias de primeira ordem. Considere T uma teoria
de primeira ordem sem axiomas nao logicos. Entao T possui os axiomas A1-A7, sendo que os
teoremas de T sao obtidos pela definicao de prova dada no Corolério 4.2.

Antes de introduzir formalmente a semantica de uma teoria de primeira ordem, estudaremos
novamente o “modelo” Zoolégico da Secao 4.2 (pdgina 66), chamado aqui de Zoo. Este “modelo”
obedece as férmulas do conjunto I',,s — veja Definigao 4.5. Mas nao é o tinico modelo de I'ys. Os
“modelos” Fig (pagina 4.2) e Num (pédgina 4.2) também satisfazem as férmulas de I'yps. Utilizamos
as formulas de I'ys € ndo de I'z,, porque 'y ndo contém predicados especificos de Zoo (como
Devora e Africano).

Estes “modelos” podem ser descritos de maneira formal utilizando-se a notacao matemaética
da teoria dos conjuntos. O objetivo é relacionar o modelo com as férmulas de 'y, de tal forma
que possamos interpretar as férmulas no modelo. Isto é, dada uma férmula, podemos mapeé-la
no modelo e verificar o que realmente ela significa. O mesmo mapeamento pode ser feito com
teoremas. Entao é necessario mapear todos os elementos utilizados nas féormulas de I'y,s, que sao
os predicados e a constante ¢, que é utilizada em A3. Além disso, quando uma férmula utiliza Vz,
deve ser especificado exatamente quais os valores que x pode assumir. E estes valores serao sempre
os do conjunto universo do modelo, o conjunto de todos os elementos do modelo. No “modelo”
Zoo, Vz significa que x deve assumir todos os animais e plantas do Zooldgico.

O “modelo” Zoo é caracterizado por

(a) um conjunto de elementos, Z = {Efan, Leo, Gal, Gel, Eloc, Elod, Pant, g, g5, ..., €00}, ©
universo do modelo;
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(b) os predicados Carnivoro, Herbivoro, Devora, Africano, Americano, Animal e Planta. Estes
predicados se comportam como funcgoes cujo contradominio é V ou F, verdadeiro ou falso.
Na definicao formal de modelo, predicados sao relacoes mateméticas:®
1. Carnivoro = {Leo, Pant}, associado a P,;
2. Herbivoro = {Efan, Gal, Gel, Eloc, Eloa}, associado a Pj;

3. Devora = {< Leo, Gal >, < Leo, Gel >, < Leo, Eloc >, < Leo, Elod >, < Pant, Gal >, <
Pant, Gel >, < Pant, Eloc >, < Pant, Elod >}, associado a Py;

4. Africano = {Efan, Leo, Gal, Gel, Eloc, Elod, g, g, ..., 8990 }, associado a P,;
5. Americano = {Pant}, associado a P,,,;

6. Animal = {Efan, Leo, Gal, Gel, Eloc, Elo4, Pant}, associado a P,;

7. Planta = {g;, gy, ... 800}, associado a P,.

Note que uma relacao n-aria ¢ um subconjunto de Z". Assim, Carnivoro C Z e Devora C Z2.

(c) aassociacao entre ¢ e Efan; isto é, a constante ¢ utilizada no axioma A3 dos axiomas abstratos
A1-A9 da pagina 69 representa Efan.

Da mesma forma, o “modelo” Num é caracterizado por

(a) um conjunto de elementos N = {5,11,13, 54,701}
(b) as relagoes

1. Ry = {5,11}, associado a P;

2. Ry = {13,54}, associado a P;

3. R3={<5,64>,<5701 > < 11,54 >, < 11,701 >}, associado a P;;
4. Ry = {11,13,54,701}, associado a P,;

5. Rs = {5}, associado a P,;;

6. Rg = {5,11,13,54}, associado a Py;

7. Ry = {701}, associado a P,.

(c) a associagao entre ¢ e 13.

Considere o conjunto I'y;s (Definicao 4.5, pagina 69) que é satisfeito pelos “modelos” Zoo e Num
como definidos acima. Isto é, cada férmula de I' s € verdadeira em cada um destes modelos. E este
o motivo pelo qual chamamos Zoo e Num como modelos — as formulas realmente espelham algumas
informacgoes do Zooldégico e do conjunto de nimeros de Num. As férmulas nao necessariamente
espelham todas as informacoes. Por exemplo, eles nao dizem que o elefante é mais pesado do que
um coelho. Ou que uma das gazelas é mais rapida do que o elefante ou que os pés de grama nao
se movem e sao verdes. Mas nas informacoes que nos interessam, o “mundo real” correspondente
ao Zoologico foi precisamente definido pelo conjunto universo do modelo Zoo, as relagoes e as
associagoes entre as relagoes/simbolos de predicado e Efan/constante c. E isto que estudaremos

8 R é uma relacdo n-aria sobre um conjunto 4 se R C A™
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de agora em diante. Dado um conjunto de férmulas, como Iy, estudaremos o que podem ser
modelos para estas formulas e quais as interagoes entre os modelos e as formulas. Esta parte da
Légica é chamada de Teoria dos Modelos.

Definicao Formal de Modelo

A linguagem de primeira ordem definida na secao 4.1 utiliza infinitas constantes, infinitos
simbolos de funcao e predicado. Contudo, ao trabalhar com um conjunto especifico de férmulas,
como [y da pagina 69, somente sao utilizados um conjunto pequeno de simbolos. Neste caso, sao
utilizados apenas ¢, P, Py, Py, Pyt, Pum, Fan € Fp. Estes simbolos, com a definigao de linguagem
de primeira ordem, definem uma linguagem £. Nao faz sentido, nos modelos Zoo e Num, utilizar
formulas que utilizam outros simbolos que nao estes. Por exemplo, nao faz sentido verificar se a
férmula Vo (Mamifero(z)— Animal(x)), que utiliza o simbolo Mamifero, é verdadeira no modelo
Zoo.

Mais especificamente, dado um conjunto de férmulas I'; existe uma linguagem L cujas férmulas
sao definidas como na Sec¢ao 4.1 mas que utiliza apenas as constantes e simbolos de predicado e
funcao que aparecem nas formulas de I'. Em todo o texto abaixo, quando se trabalha com um
conjunto de férmulas qualquer I'; estara subentendido que utilizamos uma linguagem £ capaz de
expressar todas as formulas de T'.

Definicao 4.15. Seja L a linguagem associada a um conjunto de formulas I'. Uma estrutura 2
para L consiste de:

1. um conjunto || # 0 chamado de universo da estrutura. E necessdrio que os elementos deste
conjunto possam ser comparados com um predicado especial, o de igualdade, cujo simbolo é

o mesmo utilizado na definicao de linguagem de primeira ordem, =. FEste predicado possui
a sequinte propriedade: b e ¢ representam elementos iguais no conjunto || se e somente se
b=c;

7

2. uma funcao I de interpretacdo tal que

e para cada simbolo de funcao f de L de aridade n, I(f) corresponde a uma fungao de
12" em |A|. f* serd utilizado para denotar I1(f);

e para cada simbolo de predicado P de L de aridade n, I(P) corresponde a uma relagdo
em |2|". P? serd utilizado para denotar I(P). Entio P* C |A|";

e para cada constante ¢ de L, I(c) corresponde a um elemento fixzo de |2l|, que serd

denotado por c*.

Escreveremos A =< ||,/ > para uma estrutura 2 com conjunto universo || e fungao de
interpretacao I. Para as interpretagoes usuais utilizaremos uma representagao mais suscinta.
Por exemplo, para representar uma estrutura associada aos numeros naturais, utilizaremos <
N, +, ., 0, 1 >. Fica subentendido que esta estrutura utiliza uma linguagem £ com simbolos
de funcao, de aridade 2, + e . e com constantes 0 e 1. Naturalmente, o simbolo de funcao +
da linguagem corresponde a funcao + na estrutura e 0 da linguagem corresponde ao elemento 0
do conjunto N. O mesmo se aplica a . e 1. Apesar de utilizarmos os mesmos simbolos para a
linguagem e para a estrutura, o leitor deve ter em mente que se tratam de conceitos diferentes.
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Alguns textos utilizam efetivamente simbolos diferentes, como + para a linguagem e + para a
soma de numeros naturais. Note que a linguagem utiliza apenas uma constante mas R contém
infinitos elementos.

Pode-se utilizar predicados também, como em < R, <, 4, ., 0 > onde a linguagem possui um
unico simbolo de predicado <, simbolos de funcao + e . e a constante 0. Sim, < é um predicado,
uma relagdo em R?. Escrevemos (a, b) € R ou a R b para “a estd na relagio R com b”. Entao
pode-se escrever (a, b) € < ou a < b, que é a notacdo usual. Uma relacao bindria R sobre R? é
tal que RC R e

R ={(a, b) € R?: a e b satisfazem certas propriedades }
Entao < C R?e
<={(a, b) € R*: a é menor do que b }

Como um exemplo, considere a linguagem L, utilizada pelas férmulas do conjunto I'y,s da
Definicao 4.5. Esta linguagem utiliza uma constante ¢ e os simbolos de predicado P., Py, Py,
P.t, Py, Pan € P,. Simbolos de funcao nao sao utilizados. Pela definicao de estrutura dada
acima, Zoo é uma estrutura da linguagem L., pois possui um conjunto universo e uma funcao de
interpretacao. A fungao de interpretacao faz as seguintes associagoes:

P, --» Carnivoro =4 Pfl
b, --» Herbivoro =g P,fl
Pd --» Devora =def Pdgl

Paf --» Africano =def Pagjlc
P,,, --» Americano =g Pamm
P,, --» Animal =4 Pﬂl

Pp --» Planta =def PpQl

c --» Efan =g4.¢ o

Entao I(P.) = Carnivoro =4, P*, 1(P,) = Herbivoro =4, P2, ..., I(c) = Efan =4 c*. O
dominio de I é o conjunto das constantes e simbolos de fung¢ao e predicado de L,;5. O contradominio
de I é o conjunto dos elementos de ||, as fungdes f : |A|"—|2A| e as relagoes R C |A|™.

E importante observar que:

1. uma estrutura se refere a uma linguagem, nao a um conjunto de axiomas;

2. uma funcao da estrutura é sempre de || para |2(|. Nao se pode restringir o dominio ou o
contradominio. Se isto for necessario, utilize relagoes para simular fungoes;

3. podem existir varias estruturas para uma mesma linguagem. Por exemplo, o “modelo” Num
¢é também uma estrutura de L.

Uma férmula Vz (P, (x)—P,s(z)) sem uma interpretagao nao significa nada. Ela deve ser
lida como “para qualquer x, se P,(x), entdo P,¢(x)”. Contudo, no estudo da sintaxe, o “para
qualquer” o “se” e “entao” sao apenas uma forma de se ler a férmula, nao implicam em nenhuma

forma de considerar a féormula verdadeira ou falsa.
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Uma férmula sé é verdadeira ou falsa em uma certa estrutura. Entao, tomando a estrutura
2 = Zoo definido acima, da linguagem L5, a férmula Vz (P, (z)— P,¢(x)) significa

“para todo b do conjunto universo de Zoo, se P(b), entao Pf}(b)”

Ple Pag} sao relacoes e a notacao usual para verificar se um elemento b pertence a uma relacao R
é b € R. Reescrevendo a frase acima nesta notacao temos:

“para todo b do conjunto universo de Zoo, se b € P2, entdao b € Pf}”

YV sempre significara “para todo x do conjunto universo da estrutura”. E agora o “para todo”,
“se” e “entao” assumem o significado usual da nossa lingua, como veremos adiante. Esta frase
quer dizer exatamente o que estd escrito. O modelo Zoo associa P a Herbivoro e PaQJ‘c a Africano.
Entao, esta frase, escrita na linguagem empregada no modelo Zoo, ¢é

“para todo b do conjunto universo de Zoo, se b € Herbivoro, entao b € Africano”
Ou melhor,

“para todo b do conjunto universo de Zoo, se b é Herbivoro, entao b é Africano”.

Para cada estrutura da linguagem £,,; ha uma interpretagio da férmula Va (P, (z)— Par()).
Por exemplo, para Num temos

“para todo b do conjunto universo de Num, se b € Ry, entao b € R,”.
Ou melhor,

“para todo b do conjunto {5, 11, 13,54, 701}, se b € {13,54}, entao b € {11,13,54,701}".

Com estas observagoes, podemos definir formalmente o que é “verdade” e “falso” em uma estrutura.
Satisfabilidade, Verdade e Modelo

Intuitivamente, pode-se definir verdade de uma féormula A em uma estrutura 2 pela seguinte
definicao indutiva:

1. se A é P(ty,ts,...t,) e os valores do universo |2| do modelo correspondentes a ti, to, ... t,
forem t3, t3, ... t* entdo A é verdade em 2 se e somente se < 13 ..t* > € P* No
exemplo do Zoo, Py(c) é verdade em Zoo sse Efan € P* ou melhor, Efan € Herbivoro.
Esta regra intuitiva diz que um predicado, interpretado no modelo, é verdade se a relacao

associada a ele é verdadeira;’

9Escrevemos R(z,y) ao invés de (z, y) € R assim como escrevemos x < y ao invés de (z, y) €<.
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2. se Aé B, A é verdade em 2 se e somente se B é falsa;
3. se Aé C—D, A é verdade em 2 se e somente se C' é falsa ou D é verdadeira;

4. se A éVxB, A éverdade em 2 se e somente se para cada x do universo de A, B(z) é verdade.

A definicao formal de verdade emprega as nocoes de satisfabilidade, definida abaixo. Para
definir esta nocao, é antes necessario definir o que é o valor de um termo ¢ em uma estrutura 2
dados os valores que as suas variaveis livres devem assumir. O “valor de um termo ¢” é um valor
em |2| resultado da avali¢io das possiveis fung¢oes em ¢ e da substituicao das varidveis e constantes
em t pelos respectivos valores. Por exemplo, considere um termo t =4 x + ¢ avaliado em um
modelo dos nimeros naturais em que x é substituido por 1 e ¢ corresponde a 0. Entao o valor
de t neste modelo com x substituido por 1 é igual a 1 4+ 0, que é 1. Note queem 1+ 0, 0 4+ é a
fungao soma do modelo, os nimeros naturais. O + da definicao de ¢, x + ¢, é apenas um simbolo
de funcao sem significado.

Definigao 4.16. Considere 2 uma estrutura de uma linguagem L. Seja t um termo t(vy, vq, ...v,)
com v;, Vg, ... v, meta-varidveis’® livres'! e @ = (a1, a9, ...a,) uma seqiéncia de elementos em
U] (a; € |A|). O valor de t em A, utilizando-se @, é denotado por t*[d@] e definido indutivamente
como:

1. a; set € vy

A

2. M set écec® éowvalorde || associado a constante ¢ de L;

3. fA@al, 3al, ... t}a)) set € f(ty, ta, ... ty).

Entao t*[@] é na verdade a aplicacio de uma fungao especifica para 2 que toma @ e t como
parametros e produz um elemento de || como resultado:

g T x S*— |

T* é o conjunto de termos da linguagem e S* é o conjunto de todas as seqiiéncias de |2, de todos
os tamanhos. Usamos 2l em gg para indicar que g ¢ especifico para esta estrutura. Outra estrutura
exigiria um ¢ diferente.

Intuitivamente, t*[@] ¢ o elemento de || resultado da avaliacdo de ¢ em 2l utilizando @ como
valores para as variaveis livres. Note que t*[@] é um valor em |2 e t é apenas uma seqiiéncia
de sfmbolos sem significado. Note que f2(t¥[a], t2[a], ... t}[@]) é um valor em |2A| — a funcio
realmente ¢ avaliada.

Como exemplo de cédlculo do valor de um termo, se t é (x + 1) .y e @ = (1,3), entdo t*[a] =
(1+1).3=06. Utilizando a fungao gg, temos

ga((x +1).y,d) =6 com a = (1,3)

t*[@) é o valor de t em 2 usando os valores de @ para as varidveis livres. Note que o valor de
t depende nao sé dos valores de @, mas também da estrutura utilizada. Poderiamos ter valores
diferentes em diferentes interpretagoes. Por exemplo, suponha que ¢t = x1 + x5 e @ = (1,1). Na
estrutura B =4; < N, +, ., 0, 1 > dos ntimeros naturais, t®[@] = 2. Mas no modelo Z,, que
contém apenas os elementos 0 e 1 e onde 1+ 1 = 0, temos t%2[@] = 0.

0Qualquer uma delas pode ser substituida por qualquer outra varidvel da linguagem.
1Varidveis que aparecem em termos sempre sio livres.
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Definigao 4.17. Seja A(vy,vq,..v,) uma formula em uma linguagem L, v;, vy, ... v, meta-
varidveis, A uma estrutura de L e d uma seqiéncia em |A|. Escrevemos “G satisfaz A em A7,
denotado por A Ald], se uma das condigdes abaizo € satisfeita.

1. A éty =ty etda) = ta]. Ou seja,
AE (t1 = to)[d] sse t[a] = t3'[d]

O simbolo = que aparece em t; =ty é o simbolo da linguagem de primeira ordem. O simbolo
= em t}@] = t3d] € o igual do modelo 2. Admite-se que todos os modelos utilizam o mesmo
stmbolo de igualdade e que este simbolo € igual ao simbolo das linguagens de primeira ordem.
Uma notacdo mais precisa utilizaria == para denotar iqualdade entre os elementos do modelo

2A;
2. A € P(ty,ty, ..t,) e (t]a], t3al,...t%a]) € P*. Ou seja,
AE Pty ty,...t,)]d sse (tFal, t¥al,...t%a]) € P*

3. A é-B e Bld]. Ou seja,
A F —Bla] sse A H Bla|
FEscrevemos 2 Bld] para “d nao satisfaz A em A”. Isto €, utilizando as regras de satisfa-

= .
)

bilidade apresentadas aqui, ndo se consegque provar que 2 F Bld]

4. A é B—C e ¥ Bld] ou20E C[d]. Ou seja,
A E (B—C)[d] sse A Bla] ou A E C[d]

B e C nao necessariamente possuem todas as varidveis livres de B—C'. Entao poder-se-
ia pensar que B[d] nao tem significado, pois o nimero de valores em @ pode ser maior do que o
numero de varidveis livres em B. Entdo, considere B =ge5 B(v1, v, ...05) € C =ge5 C(v1, V2, ...0,);

5. A éVx B(x). Sejay uma varidvel que nao pertence ao conjunto de varidveis utilizadas em
A. Entao
R E (Vo B(z))[a] sse A F Byb,d| para todo b € |2

onde || € o universo da estrutura 2. O simbolo By € a férmula B com x substituido pory.
Naturalmente, b substituird y nas aplicacoes indutivas para se descobrir a satisfabilidade de

A.

Intuitivamente, A F A[d], d@ satisfaz A em 2, se A é verdade no modelo 2 segundo a inter-
pretacao usual de verdade. Isto é, a férmula é interpretada como se referisse exclusivamente ao
modelo 2: a igualdade é a igualdade no modelo, os simbolos de predicados de A sao os predicados
do modelo, o Vz de A refere-se a todos os elementos do universo |2(| e assim por diante.

Os conectivos derivados A, V e «—— sao definidos a partir de = e — e o quantificador existencial
3 é definido usando V. A definicao de satisfacao para estes conectivos derivados e para 3 é deduzida
utilizando a definicao de satisfacao para férmulas que usam -, — e V. Entao temos

1. AE (BAC)[a) sse A F Bld] e AF C|a]
2. AE (BVCO)a] sse AE Bld] ou AFE C[d]
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3. AF (B«—C)[d] sse (A F Bla] e AE C[d]) ou (A Bld| e A C[ad])
4. AF (3z B(x))[d] sse A F By[b,d] para algum b € ||

onde y é uma varidvel que nao pertence ao conjunto de varidveis utilizadas em B e || ¢ o
universo da estrutura 2. O simbolo By é a férmula B com z substituido por y.

A definigao de satisfacdo dada acima exige que a estrutura obedeca as regras da légica classica.
Por exemplo, quando se diz que os niimeros naturais sao uma estrutura para uma certa linguagem!?
exige-se mais do que a presenca das fungoes + e .. Exige-se, por exemplo, que neste pequeno
mundo dos nimeros uma férmula como —B seja considerada “verdadeira” se e somente se B seja
considerada “falsa”. E que Yz B(x) seja considerada “verdadeira” se e somente se B é “verdadeira”
quando z é substituido por cada um dos niimeros naturais. Entdo de certa forma as interpretagoes
interpretam também os simbolos da logica como -, — e V. Estes simbolos sao interpretados como
na légica classica, o que pode ser observado nas defini¢oes de satisfacao acima:

e 0 — ¢é interpretado com um nao: 2 F —B[d] sse @ nao satisfaz B em ;

e 0 — ¢ interpretado como no CP: 2 F (B—(C')[d] sse @ nao satisfaz B em A ou a satisfaz
C em 2,

[P

o A é interpretado como um “e” na linguagem natural (Portugués, Inglés): 2 E (B A C)][d]
sse a satisfaz B em 2 e a satisfaz C' em %;

o V é interpretado como um “ou” na linguagem natural: 2 F (B V C)[d] sse d satisfaz B em
20 ou a satisfaz C' em 2,

e 0 «—— ¢ interpretado como um “se e somente se” na linguagem natural: 2 F (B«—C)[q|
sse (@ satisfaz B em A se e somente se d satisfaz C' em ).

Uma estrutura entao é composta por uma “parte do mundo” mais as regras da logica classica.
Note que a definicao de estrutura engloba, de certa forma, a definicao de tabelas verdade do
célculo proposicional: elas dizem o que deve ser verdadeiro e o que deve ser falso (por enquanto,
satisfazivel e nao satisfazivel).

Estudaremos um exemplo de satisfabilidade através da linguagem LA que utiliza
1. um simbolo de predicado unario R;

2. um simbolo de predicado binario .S;

3. uma funcao f.

Esta linguagem nao utiliza constantes.

Considere uma estrutura B de L£x com universo |B| = {a,b,¢c,d, e}, predicados R® e S® e
funcao f® tais que

e R® ¢ predicado undrio e R® = {a,c,e};

12Por exemplo, a linguagem que utiliza os simbolos +, ., < e a constante 0.
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e S® ¢ predicado bindrio e S® = {(a,b), (b, ¢), (¢,d), (d,e), (e,a)};

e [P ¢ funcdo que toma um argumento definida pela tabela

x| f2(x)
“a b

b|c

c|d

d|e

e | a

Por simplicidade, colocamos os nomes na estrutura (predicados e fun¢do) com um nome que
ja é associado diretamente ao simbolo correspondente na linguagem. Assim, é claro que a funcao
f® da estrutura B é associada ao simbolo de funcao f da linguagem L£n. E R® é associado ao
simbolo de predicado R da linguagem.

Verificaremos se algumas férmulas sao satisfeitas por algumas seqiiéncias. Adotaremos a con-
vencao de que se a formula possui as varidveis livres x, y e z e é avaliada com a seqiiéncia
a = (ay, ag, ag), entdo z assumird o valor a;, y o valor as e z, az. Ou seja, os valores serao
assumidos na ordem lexicografica.

(a) d=(a,b) e A=4r Az, y) =ges S(x, f(y)). Temos que
B E Ald] sse (t7]al], t3[a]) € S®

onde t; é x ety é f(y). Mas tP[d] é igual a a e ty|d] é igual a fP(tP[a]), onde t3 é y. Mas
t2[@) é b e portanto ty[@) é f>(b), que é c. Logo,

B Ald] sse (tP]al, tP]d)) € S® sse (a,c) € S®
Como (a,c) ¢ S®, entao B # Ald]

(b) a= (b) € A:def A( )_def S( ( )) Temos que
B E Ald] sse (t7]al], t3[a]) € S®

onde t; é x ety é f(x). Mas tP[d] ¢ igual a b e t3[d] é igual a fB(tP[a]), onde t3 é x. Mas
t2[d) é b e portanto ty[@) é f>(b), que é c. Logo,

B Ald] sse (tP]a], t¥]a)) € S® sse (b,c) € S®
Como (b,c) € S®, temos que B F Ald].
(c) @a=(c,a,b) e A=g4es V2 S(x, f(x)). Note que a férmula A ndo possui variaveis livres e portanto

os valores de d nao interferem na satisfabilidade da férmula. Logo @ pode ser de qualquer
tamanho e ter quaisquer elementos. Temos que

B = Ald] sse para todo elemento g € B, B F Aj][g, ]

Ay é a férmula S(y, f(y)) que possui y com varidvel livre e a condicao de satisfabilidade se
torna

B E Ald] sse para todo elemento g € B, B F S(y, f(y))lg,d]

E facilmente verificivel que, tomando-se qualquer g de B, temos

B =Sy, f(y)lgad
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Por exemplo, tome g = b. Pelo item 2 acima,
B FE Ajb,d
Conclue-se que B F Ala).

Claramente pode-se chegar as conclusoes obtidas acima sem tantas formalidades. O mesmo
resultado pode ser obtido de maneira mais informal mas nao menos rigorosa:

(a) d=(a,b) e A=4er Az, y) =ges S(x, f(y)). Temos que
B E Ald] sse B E S(z, f(y))[a] sse (a, f(b)) € S® sse (a, ¢) € S®
Como (a, c¢) & S®, B K Ald]

(b) @=(b) e A=ges A(z) =4y S(z, f(z)). Temos que
B E Ald] sse B E S(z, f(z))[a] sse (b, f2(b)) € S® sse (b, c) € ST
Como (b,c) € S, temos que B F Ald].

(c) @=(c,a,b) e A=g4es YV S(z, f(x)).
B F Ald] sse para todo elemento g € B, B F A7[g, d
sse para todo elemento g € B, B E S(y, f(y))[g,d]
sse para todo elemento g € B, (g, f¥(g)) € S®

Tomando-se um elemento g € B qualquer, tem-se que f¥(g) é o elemento seguinte a g na
seqiiéncia {a, b, ¢, d, e} com a seguindo-se a e. Na definicao do predicado S%, os elementos
sao todos do tipo (z, elemento seguinte a x). Portanto, para todo g € B,

(9.f(g)) € S®
e B Aldl.

No item c¢) acima ocorreu algo interessante: nao utilizamos somente a relacio ou predicado S®
para verificar a satisfabilidade de uma férmula. Utilizamos também o conhecimento que obtivemos
observando os elementos da relacao — descobrimos que eles seguiam um certo padrao. Neste
exemplo finito e pequeno, isto nao seria necessario. Poderiamos ter tomado elemento a elemento
de B e substituido na férmula. Contudo, nao podemos fazer isto em interpretacoes com um
nimero infinito de elementos. Nestes casos é fundamental utilizar o conhecimento que nao esta
completamente formalizado. Por exemplo, uma estrutura dos niimeros naturais nunca podera ser
colocada explicitamente em predicados e funcoes. O predicado <V, por exemplo, seria infinito:

<N={(0, 1),(0, 2),...(1, 2),(1, 3),...}

Exercicios de Treinamento

4.34. (i4d}) Verifique se as sequintes formulas sao satisfaziveis na estrutura do Zooldgico dada na
pdgina 87. Assuma que a sequéncia a@ possui valores para as varidveis livres na ordem lexicogrdfica.
Isto €, se as varidveis livres de uma formula sao x, y e z e a seqiéncia for (vi,ve,v3), entao
assume-me que vy € o valor associado a x, ve ay e assim por diante.
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(a) @ = (Pant) e A=g4e5 Carnivoro(x) N Americano(x)

(b) @ = (Leo, Elod) e A =45 Planta(z)——Devora(z,y)

(c) @ = (Efan) e A=g4cy ~3x Devora(x,y)

(d) @= (Efan, Leo, Pant) e A =4y 3x Herbivoro(z) N =3y Devora(y, x)
(e) @=(Gal, g,) e A=g4es Devora(x,y) N = Devora(y, x)

(f) @a=(Gal, g,) e A=4ey Devora(z,y) N =3z Devora(z, x)

4.35. Defina estrutura para uma linguagem. Dé um exemplo de linguagem e de duas estruturas
para ela.

4.36. As funcoes de uma estrutura podem ser de um subconjunto do universo para outro subcon-
junto ?

4.37. Escreva, em Portugués, o significado da formula ¥z (Py(x, y)——3z Py(y, z)) utilizando o
modelo Zoo. Verifique se esta formula € verdadeira no modelo Zoo.

4.38. Defina modelo de um conjunto de formulas. Faca um exemplo de modelo de um conjunto
de duas formulas.

4.39. O valor de um termo t em uma estrutura A é um objeto de que tipo ¢ E simbolo da linguagem
¢ Constante 2 Um numero natural ou real ¢

4.40. FExplique em palavras com se calcula o valor de um termo para uma estrutura utilizando @
como sequéncia.

4.41. Dé um exemplo de modelo e de verifica¢io que A E (Yx A(z))[d] para certa formula A com
varidavel livre x e seqliéncia a.

4.42. Fxplique: uma estrutura representa parte do mundo em forma de conjuntos e associacoes
com simbolos de uma linguagem mais as regras da logica cldssica.

Definicao 4.18. Uma formula A de uma linguagem L é verdadeira na estrutura A de L se e
somente se toda seqiéncia @ de || satisfaz A. Isto é, A E Ald| para toda sequéncia a. Escrevemos

AE A

Definigao 4.19. Uma formula A de uma linguagem L € falsa na estrutura A de L se e somente
se nenhuma seqiéncia d de || satisfaz A. Isto é, A ¥ Ald] para toda sequéncia d. Escrevemos
AH A.

Estas defini¢oes sao muito, muito importantes. Elas dizem quando uma férmula é verdadeira
e quando é falsa. Estas defini¢oes correspondem, aproximadamente, no Célculo Proposicional,
a uma férmula ser tautologia (verdadeira) e contradigao (falsa). Uma estrutura 2 na Légica de
Primeira Ordem corresponde as tabelas verdades dos conectivos no CP. E uma seqiiéncia @ em 2
na LPO corresponde a uma atribuicao de valores as varidveis de uma férmula no CP; isto é, uma
linha da tabela verdade.

Ha algumas observagoes importantes sobre as defini¢oes acima:

97



e uma certa formula pode nao ser verdadeira nem falsa. Por exemplo, na estrutura do
Zoolbgico, a férmula

Carnivoro(z) A Devora(z, y)

nao é verdadeira nem falsa. Depende da seqiiéncia @. Se @ = (Leo, Gal), a férmula é satisfeita.
Se @ = (g, Efan), a férmula nao ¢é satisfeita. Contudo, uma férmula é satisfeita por uma
seqiiéncia @ em um modelo 2l ou nao é; uma das duas coisas ocorre mas nao ambas;

e se uma formula é verdadeira entao ela nao é falsa. Se ¢é verdadeira, pela definicao ela nao
pode ser falsa. Se é falsa, pela definicao de férmula falsa ela nao pode ser verdadeira;

e uma férmula fechada, sem varidveis livres, é sempre verdadeira ou falsa.

Definicao 4.20. Uma estrutura 2 de uma linguagem £ é um modelo para uma formula A em
L se A € verdadeira em 2. FEscrevemos A E A.

Definicao 4.21. Uma estrutura A de uma linguagem L é um modelo para um conjunto de
formulas T' em L se A é modelo para cada uma das formulas de I'. Escrevemos A F T'.

Entao 2 é modelo de I' se e somente se

2AF A paratodo Ael

Definicao 4.22. FEscrevemos I' E A para indicar que A é verdadeira em todos os modelos do
conjunto T'.

Isto é, para qualquer 2l modelo de I', entao A F A.

O leitor pode se perguntar porque a definicao de estrutura e modelo. Estas definigoes
foram feitas sob medida para representar estruturas matematicas como os nimeros naturais e suas
operagoes, os numeros reais, as diferentes geometrias, grupos, etc. Uma caracteristica importante
de qualquer estrutura é que nela todos os axiomas das teorias de primeira ordem (Segao 4.3,
pagina 75) sdo verdadeiros. Antes de provar este ponto, veremos alguns lemas importantes.

Lema 4.24. A € falso em uma estrutura 2 se e somente se = A € verdadeiro.

Prova. A é falso em uma estrutura 2 (definigdo de férmula falsa) sse nenhuma seqiiéncia @ de
2| satisfaz A em 2 sse (expandindo “nenhuma seqiiéncia”) toda seqiiéncia @ de || nao satisfaz
A em 2 sse (pela definicao 4.17 de F) para toda seqiiéncia @ de || tem-se A 7 Ala] sse (pela
definigao 4.17 de satisfacdo de —B) para toda seqiiéncia @ de || tem-se 2 F —A[d] sse (defini¢ao
de féormula verdadeira em uma estrutura) = A é verdadeira. ]

Esta prova poderia ser resumida [4] para : uma seqiiéncia d satisfaz —A sse @ nao satisfaz A.
Portanto, todas as seqiiéncias satisfazem —A sse nenhuma seqiiéncia satisfaz A. Ou seja, ~A é
verdadeira sse A ¢ falsa.

E importante observar que, se A possui variaveis livres, A poderia nao ser verdadeiro nem falso
em uma estrutura. Mas se A é verdadeiro em uma estrutrura 2, —A é falso. E se A é falso em 2,
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—A é verdadeiro. Entao temos trés possives “valores verdade” para uma férmula A com varidveis
livres: V, F, 1. Este tltimo simbolo representa “a férmula nao é nem verdadeira nem falsa”.

Pode-se concluir que, se uma formula A nao é verdadeira, A pode ter tanto o valor verdade F
como I. Entao se A nao é verdadeira nao se pode concluir que A possui o valor verdade F, que A
é falsa.

Proposicao 4.3. Os axiomas das teorias de primeira ordem sao verdadeiros em qualquer estrutura.

Prova. Nao faremos as provas de que todos os axiomas A1-A7 sao verdadeiros. De fato, provaremos
apenas que as instancias do axioma Al,

(A—(B—A))

sao verdadeiras em qualquer estrutura. Considere um modelo 2l de uma linguagem L e seja @ uma
seqiiéncia qualquer em |2|. Provaremos que

AE (A—(B—A))[d] para toda seqiiéncia @

ou seja, toda seqiiéncia @ em || satisfaz (A—(B——A)) em 2, que resumiremos para
todo @ satisfaz (A—(B—A))

pois o universo |[2(| e o modelo 2 ficam subentendidos. Entao temos

a satisfaz (A—(B—A)) sse
(definigao 4.17 de satisfacao) @ nao satisfaz A ou d satisfaz B—— A sse
(definicao 4.17 de satisfagao) @ nao satisfaz A ou (@ nao satisfaz B ou a satisfaz A)

Como a ultima frase é sempre verdade em nossa légica informal, qualquer @ satisfaz (A—(B—A))
e esta formula é verdadeira em 2. Como 2l é uma estrutura qualquer, este axioma é verdadeiro
em qualquer estrutura. Note que convertemos os simbolos logicos para palavras em Portugués
(“ou” neste caso). Pela definigdo de estrutura isto sempre acontecera.

Se a férmula A utilizada no axioma A—(B——A) tiver varidveis livres, é possivel que ela seja
satisfeita para algumas seqiiéncias d@ e nao seja satisfeita para outras (em um dado modelo (). Mas,
fixado um @, a férmula A—(B——A) é sempre satisfeita no modelo. Isto é, A F (A—(B—A))|d]
se A F Ald] ou A ¥ Ald]. Como para toda seqiiéncia @ temos A F (A—(B—A))[d], entdo
A F A—(B—A) e o axioma ¢é verdadeiro na estrutura . Como tomamos uma estrutura 2
qualquer, este axioma ¢ verdadeiro em todas as estrutras da linguagem L utilizada pelo axioma.
Como a linguagem pode ser qualquer uma, o axioma ¢é verdadeiro em todas as linguagens.

Usando as tabelas verdade de = e —, podemos deduzir que todos os axiomas do calculo
proposicional sao tautologias. Nas teorias de primeira ordem, as verdades sao deduzidas a partir da
nocao de satisfabilidade em uma estrutura (Definigdo 4.17), que possuem as informagoes presentes
nas tabelas verdade. ]

Definigao 4.23. Uma formula A de uma linguagem L ¢é logicamente valida se e somente se
ela € verdadeira em todas as estruturas de L.

Uma férmula é verdadeira em uma estrutura se ela é verdadeira naquele pedago “mundo real”
que chamamos de estrutura de uma linguagem (veja definigao 4.18). Se uma férmula é verdadeira
em todas as estruturas, entao é claro que a veracidade dela nao depende de algo particular de
nenhuma parte do “mundo real”, a sua veracidade nao depende das estruturas. Isto significa que
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formulas de £ verdadeiras em 2. e em My

Os conjunto sdo formulas
verdadeiras em cada uma
das estruturas de [

formulas logicamente validas

na linguagem [ o, ) ) .
guag formulas de £ verdadeiras em I,

Figura 4.2: Conjuntos representando férmulas verdadeiras nas estruturas de uma linguagem L.
Assuma que as trés estruturas representadas representem todas as estruturas desta linguagem.

a formula é logicamente valida por causa da definicao 4.18 de verdade, que por sua vez depende
da defini¢ao 4.17 de satisfacao. A defini¢ao de satisfacao depende das regras da légica usuais, como
A—B é verdade se A ¢ falsa ou B é verdade. Entao a definicao de logicamente valida coincide
com a definicao usual, que é ser verdade independente de uma estrutura especifica. E “verdade”
apenas pelas regras da logica.

A Figura 4.4 mostra conjuntos de formulas verdadeiras em trés estruturas de uma linguagem L.
Assuma que estas trés estruturas representem todas as possiveis estruturas desta linguagem. As
formulas logicamente validas em L estao na interseccao de todos os trés conjuntos representados
na figura, que é a area em cinza.

Pode uma linguagem ter apenas trés estruturas ? Claramente nao. Tome uma estrutura qual-
quer de uma linguagem. Sempre é possivel acrescentar novos elementos no universo da estrutura,
novos elementos nas relagoes, modificar as funcoes e os elementos associados as constantes, etc.
Por exemplo, considere a linguagem L da pagina 94. Esta linguagem utiliza um simbolo de predi-
cado unario R, um simbolo de predicado binario S e uma fungao f. Constantes nao sao utilizadas.
Podemos contruir um modelo 2 com universo |A| = {a,b, ¢, d, e, f, g}, predicados R* = {a, c, e, f},

S = {(a’ b)v (b7 C)’ (Ca d)’ (d7 6)7 (eaa)a (fa g)’ (g, f)} e fungao le tal que fm(x) =T

Temos alguns fatos muito importantes sobre estruturas:

1. qualquer linguagem possui infinitas estruturas;

2. nem todos os elementos de uma estrutura 2 da linguagem L precisam estar associados a
contantes de £. A linguagem pode ter uma unica constante ¢ e |2(| pode ter dois, trés ou
mesmo infinitos elementos. E mais ou menos assim em nossa linguagem natural. Descrevemos
os numeros naturais, por exemplo, sem nunca falar ou escrever todos os simbolos disponiveis
para todos os nimeros naturais (isto nem seria possivel, dado que sao infinitos). Durante
toda a vida uma pessoa sempre utilizard um ntmero finito de simbolos correspondentes aos
numeros naturais;

3. um mesmo conjunto de elementos, como N pode pertencer a varias estruturas de maneiras
diferente. Isto é verdade se as estruturas pertencem a mesma linguagem ou nao. Por exemplo,
considere uma linguagem com uma fungao f e constante c¢. Uma estrutura 2 para uma
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linguagem com fungao f e constante ¢ cujo universo || é N e que associa f a + e ¢ a 0.
Uma outra estrutura pode ter universo {0, 1, 2} e associar f a.e ca 2;

4. uma estrutura ou modelo ndo necessariamente utiliza todas as relagoes (predicados), fungoes
e elementos do conceito que a origina. Por exemplo, os numeros naturais dao origem a
diversas estruturas e modelos que nao necessariamente utilizam todas as relagoes e fungoes
que usualmente atribuimos aos niimeros naturais. Por exemplo, uma estrutura baseada em
N pode utilizar apenas a fungdo f e uma constante ¢ (associados a + e 0, por exemplo).
Outra estrutura pode utilizar apenas < e nenhuma constante. E ainda outra estrutura pode
utilizar +, ., <e0, 1,2, ....

Pela definicao de logicamente valido, temos que todos os axiomas sao logicamente validos.

Como um exemplo de férmula logicamente véalida temos

e Vr A—dx A, que quer dizer, em uma estrutura, que se todos os elementos do modelo
satisfazem certas propriedades dadas por A, entao existe um elemento que satisfaz aquelas
propriedades;

o A— A, 6bvio;
o dx B—(Vz A(x)—A(t)), pois (Vx A(x)— A(t)) é uma instancia do axioma A4 (pagina 75)
e portanto é logicamente vélido. Pelas propriedades do conectivo —, a férmula toda é

logicamente vélida.'3

Definigao 4.24. Considere as formulas A e B de uma mesma linguagem L. Dizemos que uma
formula A logicamente implica uma formula B se, para toda estrutura de L, toda seqiiéncia que
satisfaz A também satisfaz B.

Por exemplo,

Vx (Herbivoro(x)— Devora(z, g))

implica logicamente

Va (—=Devora(z, g) ——Herbivoro(z))

Nao é possivel ter uma estrutura com uma seqiiéncia que satisfaz a primeira formula sem satisfazer
a segunda.

Definicao 4.25. Considere as formulas A e B de uma mesma linguagem L. Dizemos que uma
formula A é logicamente equivalente a uma formula B se A implica logicamente B e
vice-versa.

Na verdade, o exemplo dado acima ¢ de férmulas logicamente equivalentes:

13Se B ou —A sao logicamente validos, entdo A— B é logicamente valido.
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Va (Herbivoro(x)— Devora(z, g))

é logicamente equivalente a
V (=Devora(z, g)——Herbivoro(x))
Ou seja,
Va (Herbivoro(x)—Devora(z, g))«—Vz (-Devora(z, g) —>—Herbivoro(x))

¢é logicamente valido.

Definicao 4.26. Considere a formula A e um conjunto I de formulas de uma linguagem L. Uma
formula A é uma conseqiiéncia légica de um conjunto de formulas I' se A ¢ verdadeira em
todos os modelos de I'. Isto é, se A E ' para certo modelo A, entao A E A. FEscrevemos I' E A
como na Definicao 4.22.

No exemplo do Zooldgico da pagina 3, a formula
Vx Yy Vz (Herbivoro(y) A Devora(x, y)——Devora(z, g)))

é uma conseqiiéncia légica do conjunto de axiomas para Zoo (pagina 68). Ela foi deduzida
utilizando-se os axiomas e as regras da légica. E nada mais. Esta formula, quando colocada
na linguagem utilizada pelos axiomas abstratos para o Zoolégico (pégina 69), é também valida
para os outros modelos que compartilham estes axiomas, que sao Fig e Num.

Por outro lado, a férmula

Vz (Americano(x)— Carnivoro(x))

apesar de ser valida nos modelos Zoo, Fig e Num, nao é valida em todos os modelos dos axiomas.
Poderiamos criar um modelos dos axiomas em que esta formula nao seja valida. Ja a férmula

dz Jy ((Planta(z) A Planta(y) A Devora(Efan, x) A Devora(Efan, y))——(x = y))

¢é verdadeira no modelo Zoo mas nao o é nos modelos Fig e Num. Ela diz que ha pelo menos dois
pés de grama.

Para provar que I' E A, tome um modelo 2 qualquer (genérico, nao especifico) de ' e prove
que A F A. Por exemplo, provaremos que

Vay Q(r1) F Q(2)

Seja 2 um modelo de Vz; Q(x1). Entao para todo b € ||, A E (Vo1 Q(x1))[b] sse para todo
b e |, AE Q(y)[b] sse para todo b € |A|, Q¥(b). Note que utilizamos b ao invés de @, pois
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neste caso @ teria apenas um elemento. Partindo da férmula Va; Q(z1) conseguimos informagoes
a respeito da relacao Q% do modelo 2 — em todos os modelos 2 desta férmula obrigatoriamente
“para todo b € ||, Q¥(b)”. Utilizando esta informacao podemos provar que o modelo 2 é também

modelo de Q(z3).

Queremos provar que 2 E Q(z2); isto é, para todo b € ||, A F Q(x2)[b] sse para todo b € |2,
Q*(b). Como esta 1ltima afirmacgao é verdade, A F Q(z3).

Para provar que I' ¥ A, basta encontrar um modelo de I' em que A é falsa. Por exemplo,
suponha que queremos provar que

Q(c) F v Q(x)

Considere o modelo 2 com universo |2| = {0, 1} que associa a constante ¢ da linguagem o elemento
0. O predicado @) é {0}. Entao

2 = Q(c)[b] para todo b € ||, pois 0 € Q% e b nio é utilizado.
mas 1 € Q% e portanto nao ¢é verdade que

2 (Vo Q(z))[b] para todo b € |2]. Isto significaria 0 € Q% e 1 € Q™.

Exercicios de Treinamento

4.43. Defina formula verdadeira e falsa em uma estrutura.

4.44. Faca uma estrutura e uma formula tal que a formula nao seja nem verdadeira nem falsa na
estrutura.

4.45. Considere modelos A;, 1+ € N e formulas B, C' e D tais que:
(a) A; E B para i par;

(b) &; E C para i primo;

(c) 2, E D para i impar.

Verifique se as afirmagoes abairo sio verdadeiras.

(a) A F{B, C}

(b) A E{C, D} para i primo;

(c) A, E{B, C, D} parai e N;

Justifique.

4.46. Prove que o axioma A—(B—A) € verdadeiro em qualquer estrutura.

4.47. Represente graficamente as formulas logicamente vdlidas de uma linguagem (como feita na
apostila). Mostre onde estio estas formulas no desenho.
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4.48. Pode uma formula que represente uma informacdao especifica de uma estrutura ser logica-
mente vdlida ¢

4.49. Faca uma formula A de uma linguagem L tal que todos os modelos de A tenham apenas um
elemento.

4.50. Faga uma formula A de uma linguagem L tal que todos os modelos de A tenham exatamente
dois elementos.

4.51. Uma estrutura de uma linguagem L pode associar duas constantes da linguagem a um mesmo
elemento do universo da estrutura ¢ Dé um exemplo.

4.52. Uma estrutura de uma linguagem L pode associar dois simbolos de fun¢ao da linguagem a
uma mesma func¢ao da estrutura ¢ Dé um exemplo.

4.53. (i4d3) Encontre modelos em que as formulas abairo nao sio verdadeiras. Entdo estas
férmulas nao sao logicamente vdlidas.**

(a) 3z P(x)—P(c), onde ¢ € uma constante da linguagem;
(b) 323y ~(r =y)—~(f(z) = fy))
(c) vV (P(z) Vv Q(x))— (Ve P(x) VVr Q(z))
(d) (Fz P(x) A3z Q(x))—3z (P(z) A Q(x))
(e) Yz —=(x = ¢), onde ¢ € uma constante da linguagem;
(£) Vo Iy (f(z) = fly)—(z =y))
(8) Va P(x)—3y (Q(y)—~P(y))
4.54. (i4d2) Considere a linguagem L com os simbolos de predicado D(x, y), A(x) e P(x, y) e a
constante c. Suponha que um modelo A interpreta estes simbolos como
e D(z, y), x € uma disciplina mais dificil do que y;
o A(x), z é uma disciplina que possui uma apostila;
e P(x, y), as provas de x sao mais dificeis do que as provas de y;
e ¢ ¢ a disciplina “Introducao a Logica”.
Considere que |2| seja o conjunto de todas as disciplinas.
Faga formulas na linguagem L que representem as frases sequintes quando interpretadas no modelo

D/

(a) qualquer disciplina € mais dificil do que Introdugao a Logica;

14Ge fossem seriam verdadeiras em todos os modelos. Evidentemente, assume-se que cada férmula estd em uma
linguagem L e que o modelo encontrado é estrutura de L.
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(b) hd uma disciplina que é mais dificil do que todas as demais;

(c) se as provas de uma disciplina Dy sao mais dificeis do as da disciplina Dy, entao a disciplina
Dy é mais dificil do que Dy. Os simbolos Dy e Do representam disciplinas quaisquer, nao
constantes da linguagem ou do universo do modelo;

(d) se uma disciplina tem apostila, entdo ela é a mais facil de todas;
(e) existe uma disciplina que € mais facil que todas as outras.

(f) existe uma nica disciplina,

(g) existe apenas uma outra disciplina além de Introdugao a Légica;

(h) se uma disciplina é mais dificil do que todas as outras, entdo esta disciplina possui provas
mais dificers do que todas as outras;

(1) se uma disciplina é mais dificil do que todas as outras, entao existe uma disciplina que possui
provas mais fdceis do que esta,

(§) Introdugdo a Logica possui provas mais faceis do que todas as outras disciplinas;

(k) se uma disciplina é mais dificil do que alguma outra, entao esta disciplina ndo € Introdugdo
a Logica.

Cuidado com as relagoes: D(x, x) é sempre falso, assim como P(x, x).

4.55. (i4d2) Usando os dados da questdo anterior, escreva o que significam as formulas abaizo.

(a) Va (A(z)—3y D(y, z))

(b) Va (A(z)— @3y P(y,z) V 3y D(y, ©)))
(c) Yz (x =cV D(z, ¢)V P(z, ¢))

(d) Yz -D(x, y)—y=c

(e) 3z (Vy (—(z =y)—D(z, y))—(z =c))

4.56. (i4d3) Considere uma linguagem com o simbolo de fun¢do bindrio f e as constantes a e

@ »

b. Uma estrutura A para esta linguagem associa a constante “a” a 0, a constante 0" a1l e f a
sequinte func¢ao

x|y | Az, y)
0l o]0
0l 1] 1
10|71
111]0

Considere || = {0, 1}.
Verifique quais das formulas abaixo sao satisfeitas neste modelo
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1. f(a, b) = f(b, a)

2.Vx Iy f(z,y) =a

3. Ny f(z,y) =a

4. Vo iy f(z, fly, 2) ==

5. JxVy f(fy, =), [y, y) =
4.57. Considere uma linguagem com os simbolos usuais da Aritmética: +, —, ., <, 0 e 1. A
linguagem possui apenas estes simbolos — nao possui 2 como simbolo, por exemplo, nem | (de

divisdo). Naturalmente, assuma que uma estrutura para esta linguagem € a Aritmética usual que
possui todos os numeros naturais. Faca formulas que correspondam aos sequintes predicados:

(a) M(z, y), x € maior do que y;

(b) D(z, y), x divide y;

(c) R(x, vy, 2), z € o resultado da divisdo de x por y;

(d) P(z), x é um ndmero primo;

(e) E(x, vy, 2), 2¥ = z;

(f) Q(x), x é um primo da forma 2*" — 1.

Escrevemos acima, em cada item, o nome do simbolo de predicado, seus possiveis argumentos e a
sua interpretacao na Aritmética.

4.58. (i4d2) Utilizando a linguagem e os simbolos de predicado do exercicio anterior, faca formulas
que, quando interpretadas na Aritmética, representem as sequintes frases

(a) dado um nimero primo, existe outro primo maior do que ele (existem infinitos primos);
(b) existem x, y e z tal que x? + y* = 2%;

(c) ndo existem x, y e z e n > 2 tal que " + y" = 2";

(d) sex >y ey >z, entdo x > z;

(e) = somado a qualquer nimero diferente de 0 € maior do que x;

(f) para todo x, x é menor do que x + 1;

(g) Sex+1=y+1, entao x =y.

4.59. (i3d3) Um conjunto de sentencas € satisfazivel se existe um modelo para elas e neste modelo
hd pelo menos uma sequéncia que satisfaca a todas elas. Verifique se as sentencas abaizo sao
satisfaziveis.

(a) {Vz —~P(z), Q(x)—P(z)}

106



(b) {Vx 3y P(z, y), -Va P(z, x)}
(¢) {3z P(x), =P(c), Va (P(f(2))—Q(z, ¢))}
(d) {=3z P(z) v 3y Qx), ~Va (P(z) AQ(x))}
(e) {Va (P(z)—Q(x)), P(c), Qa), =3z (Q(x)—P(x))}

4.5 Relacao entre Sintaxe e Semantica

Esta Secao apresenta as relacoes entre a sintaxe e a semantica. Uma teoria de primeira ordem
possui os axiomas A1-A7 da Secao 4.3 que sao verdadeiros em qualquer modelo. Contudo, estes
axiomas nao sao suficientes para expressar as verdades de dominios especificos. Por exemplo, nao se
pode provar que 140 = 1 utilizando-se apenas estes axiomas. Para tanto devem ser feitos axiomas
especificos para a Aritmética (ou qualquer outra parte da Matemdtica ou do “mundo real”). O
leitor interessado pode consultar a pagina 113 em que sao apresentados, em uma linguagem de
primeira ordem, os axiomas que caracterizam a Aritmética.

Os axiomas especificos para certo dominio como a Aritmética, teoria dos conjuntos, teoria dos
grupos, geometria euclidiana, etc nao serao considerados, neste texto, “axiomas” de uma teoria
de primeira ordem. Eles serao colocados em conjuntos de formulas I', o que para todos os efeitos
praticos é equivalente a considera-los axiomas de uma teoria de primeira ordem. Assim temos um
conjunto I'p de férmulas que caracterizam a Aritmética, um conjunto L para a teoria dos grupos
e assim por diante.

Proposicao 4.4. Se A e A—B sao verdadeiros em um modelo 2, entdo B ¢ verdadeiro neste
modelo. Logo, se A e A— B sao logicamente vdlidos, B € logicamente vdlido.

Em resumo, a regra Modus Pones toma duas férmulas logicamente verdadeiras e produz uma
formula logicamente verdadeira, como seria esperado. A primeira frase desta proposicao, em
simbolos, é

SeAF AeAF A— B, entao A F B

Proposicao 4.5. A ¢ verdadeiro em um modelo 2 se e somente se Vx A € verdadeiro em 2. Logo,
A € verdadeiro em um modelo U se e somente se o fechamento de A é verdadeiro em 2.

A regra Gen produz uma férmula verdadeira em um modelo a partir de outra férmula verdadeira
neste modelo. As regras fazem parte da sintaxe da linguagem, nao sao utilizadas na semantica, o
estudo dos modelos, que é o objeto de estudo desta secao. Contudo, é absolutamente fundamental
que a sintaxe e semantica concordem entre si. As duas proposicoes acima nos garantem que pelo
menos as regras de deducgao s6 produzem verdades a partir de verdades.

Teorema 4.4. (Corregio) Considere uma linguagem L. Os teoremas em L das teorias de primeira
ordem sao verdadeiros em qualquer estrutura de L (sao logicamente validos).

Prova. Os axiomas sao verdadeiros em qualquer estrutura (logicamente validos) pela proposicao 4.3
e as regras de dedugao MP e Gen preservam a validade pelas proposicoes acima. Como todo teo-
rema ¢é deduzido a partir dos axiomas e aplicacoes de MP e Gen, todo teorema é verdadeiro em
qualquer estrutura.
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Definigao 4.27. Um conjunto de formula I' é consistente se existe uma formula A tal que I' I/ A.
Isto €, nao se pode deduzir qualquer formula a partir de T'.

Em outras palavras, dada uma férmula qualquer A, se = A entao I/ =A. O que significa que,
se F —A, entao I/ A. Mas isto nao significa que se I/ A entao - —A, pois neste caso se A nao é
teorema, obrigatoriamente —A é teorema. Isto so seria verdade se tivéssemos um “sse”: - A sse
¥ = A. Conclui-se que um conjunto de férmulas consistente nao necessariamente é completo: pode
existir uma formula A tal que t/ A e I/ = A.

Teorema 4.5. (Teorema da Completude de Gddel, 1930) Um congunto de formulas fechadas (sen-
tencas) I' em uma linguagem L é consistente se e somente se I' tem modelo em L.

Prova. (<= ) Seja 2 um modelo de I' e suponha que I' seja inconsistente. Entdo existe uma
formula A tal que I' = A e I' = = A. Pelo teorema da Correcao (4.4), A e =A sao verdadeiros em
qualquer estrutura de £. Como 2 é estrutura de £, A F A e A F —A. Contradigao, pois A F - A
implica em A # A.

(= ) Esta prova nao seré feita, mas faremos um comentério a respeito da prova. O problema
¢é encontrar um modelo tal que todas as formulas de I' sejam verdadeiras nele. Godel construiu um
modelo partindo da propria sintaxe da linguagem, mais precisamente, dos teoremas que podem ser
obtidos tomando-se I' como hipdtese. Os predicados do modelo sao relagoes construidas a partir dos
teoremas que podem ser obtidos de I'; isto é um predicado R* do modelo construido possui certos
elementos de acordo com quais formulas sao teoremas. O mesmo se aplica a func¢oes do modelo
e elementos associados as constantes. Godel projeta, literalmente, estes predicados, fungoes e
elementos do universo do modelo de tal forma que todas as férmulas de I' sejam verdadeiras no
modelo construido. n

O teorema da completude pode também ser colocado em uma outra forma, dada abaixo, que
é equivalente a forma acima.

Teorema 4.6. (Teorema da Completude de Gddel, 1930) Dado um cdlculo de predicados T que
utiliza uma linguagem L, uma formula fechada (sentenga) de L logicamente valida é um teorema
de T.

Isto significa que um calculo de predicados T que utiliza uma linguagem L captura precisamente
as formulas logicamente vélidas de £. Ou seja, tome todas as estruturas de £. Ha algumas féormulas
que sao validas em todas as estruturas, o que inclui todos os axiomas das teorias de primeira ordem
(pagina 75). Este teorema diz que todas estas formulas sao teoremas de T. Em simbolos, temos

Se A F A para toda estrutura 2 de £, entao - A

O teorema da correcao dado acima garante o contrario, que todos os teoremas de T sao verdadeiros
em todas as estruturas. Em simbolos, temos

Se - A, entao A F A para toda estrutura A de L.

E sempre importante lembrar que o cédlculo de predicados T é dado na linguagem L e que a
defini¢ao de férmula logicamente valida é feita sobre as estruturas de L.
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Teorema 4.7. (Teorema da Completude de Gdodel, 1930) Dado um conjunto de férmulas fechadas
I' e uma formula fechada A em uma linguagem L, entdo I' E A se e somente se I' F A.

Este teorema é deduzido a partir do teorema 4.6 e do teorema 4.4 da Corregao.

Ha vérias maneiras de se provar que uma férmula é logicamente valida, verdadeira em todos
os modelos da sua linguagem:

1. fazendo uma dedugao formal através dos axiomas. Pelo teoremas da Completude e Correcao,
uma férmula é teorema sse é logicamente verdadeira;

2. fazendo uma prova que utiliza a definigdo de satisfabilidade (Defini¢ao 4.17);

3. utilizando um tablo (a ser visto nas préximas segoes).

Para provar que uma férmula nao é logicamente valida, deve-se encontrar um modelo em que
ela nao ¢ verdadeira.

Como exemplo, provaremos que P(c)—Vz P(z) nao é logicamente vélida. Considere o modelo
2l com universo || = {0, 1} e onde P® = {0}. A constante ¢ da linguagem é associada a 0. Entao
P(c) é verdadeiro mas Va P(z) nao é. Ou seja, qualquer que seja @, seqiiéncia em ||, 2A E P(c)[d]
mas para nenhuma a, || F (Vo P(x))[d]. Isto é, A P(c) mas A ¥ Vo P(x). Em palavras, P(c) é
verdadeiro no modelo 2 e Va P(z) ¢ falso, o que implica que P(c)—Vz P(z) ¢ falso neste modelo.
Nesta prova utilizamos a definicao 4.17 de satisfabilidade e a definicao 4.18 de verdade em uma
estrutura.

Uma férmula que nao é logicamente valida também nao é um teorema (Teorema da Corregao 4.4).
Mas provar que uma férmula nao é teorema é mais complexo. Se a teoria utilizada for completa;
isto é, ou - A ou F —A para toda féormula A sem varidveis livres, entao pode-se provar que A nao
é teorema encontrando-se uma prova formal para —A.

Uma pergunta interessante sobre modelos ¢ se qualquer conjunto de férmulas [ possui mod-
elos de qualquer tamanho. Ou se qualquer conjunto de férmulas admite um modelo de tamanho
infinito. A resposta é nao para ambos os casos. Se I contém unicamente a férmula

A=4es Ve Vy (z = y)

entao todos os modelos de I' contém apenas um tnico elemento. Esta conclusao estd baseada no
fato de que o simbolo “=" que aparece na férmula acima é interpretado como “=" em um modelo
qualquer de I e este igual possui a seguinte propriedade, descrita na Definicao 4.15 de estrutura:
b e ¢ representam elementos iguais no conjunto universo do modelo (que é uma estrutura) se e
somente se b = ¢, onde este simbolo “=" é o igual no modelo. Assim, nao podemos ter uma
estrutura (ou modelo) composta por todos os triangulos possiveis que satisfacam a férmula A
dada acima. O universo deste modelo teria todos os possiveis triangulos de todos os tamanhos

e todos os angulos. Este modelo nao satisfaz a férmula A acima porque um triangulo equildtero
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seria considerado diferente de um triangulo retangulo pela relagao de igualdade “=".
Regras Semanticas

As regras extras para teorias de primeira ordem dadas na pagina 82 sao regras sintaticas. Elas
dizem que se tal férmula é teorema, outra férmula é teorema. Isto é, se existe uma prova para tal
féormula, existe uma prova formal para a outra férmula também. Pelo Teorema da Completude 4.7,
tomando-se I' = (), temos

F A se e somente se - A
Isto significa que, se F A, entao F AV B. Vejamos a prova:

F A sse (Teorema da Completude) = A entdo (Lema 4.4) = AV B sse (Teorema da
Completude) F AV B

Logo, se E A, entao F AV B. Observe que nesta tltima relacao, temos um “se-entao”. Nao poderia
ser “se e somente se”? Nao, pois na deducao acima temos muitos “sse” mas no meio deles ha um
“se-entao” que forca a direcao de dedugao da esquerda para a direita somente. Em simbolos, temos
algo como

C1<= )<= Cs— Cy<=Cs5<—=Cy

e portanto temos C1=—= (g, onde <= é um simbolo para “sse” e = representa “se-entao”.

Nenhum modelo é contraditorio. Considerando B fechada, sem variaveis livres, se F =B,
obrigatoriamente ¥ B e, se ¥ =B, entao F B. Isto é, nao pode existir um modelo tal que F BA—B.
Este fato pode ser utilizado para fazer uma prova por absurdo. Para provar que A é uma férmula
logicamente vélida, suponha que exista um modelo 2 para —A. Se conseguimos obter que =B A B
¢é verdadeira em 2, entao A é logicamente valida pois este modelo 2 nao pode existir. Ou seja,
em nenhum modelo temos 2 F —A e portanto B F A em qualquer modelo B. De onde pode-se
concluir F A, A é logicamente valida. Em simbolos, se A E =B A B (ou 2 B e A F B), entao
A é logicamente valida.

As regras semanticas sao apresentadas abaixo, em sua maioria, sem provas.

Se F A entao F BV A

FAVBsseFEBVA

FAANBsseF AeF B

FAANBsseEBAA

SeF AVB,EA—CeF B—C, entao F C

SeF AV BeF —A, entao F B

Se F A—B e F B—(, entao F A—C'". A prova é:

F A—B e F B—C sse (Teorema da Completude) - A—B e - B—C, entao (Lema 4.11) +
A—C sse (Teorema da Completude) F A—C'. Logo, Se F A—B e F B—C, entao F A—C.
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Se F A«——B e F B«—(C, entao F A«——C

FA——BsseFA—BekF B—A

Se F A— B e x nao é livre em A, entao F A—Vz B

SekF Ae A" é A(ty,ta,...t,), onde t; substitui a varidvel livre x; de A, entao F A’

Se F A— DB, entao F dr A—3dxr Be EFVr A—Vz B

Se uma férmula A possui como variaveis livres x1, xo, ..., Z,, entao

a) E A(ty, te, ..ty)— 3z 2o ... J2,, A

b) EVxy Vo, .. Vo, A—A(ty, ta, ...1,)

onde t; substitui z; em A(ty,ta,...t,).

Se E A é o fechamento de A, entao F A sse F A’

Note que uma férmula A é uma instancia de uma tautologia se e somente se
FA

Entao, por exemplo,

FA—(B—A)

Exercicios de Treinamento

4.60. Ezplique o que é sintaze e o que é semantica na logica de primeira ordem.
4.61. Enuncie o teorema da Corre¢ao para logicas de primeira ordem.

4.62. Faca um conjunto de formulas I' inconsistente sem que este conjunto contenha formulas da
forma A e =A.

4.6 Alguns Exemplos de Modelos

Grupos
Um grupo é um conjunto GG e uma operacao o tal que

1. para todo x, y € G, xoy € GG. A operagao o é uma fungao

o G?*—G

2. para todo z, y, z € G,

(xoy)oz==x0(yoz)

3. existe um elemento e € G tal que para todo x € G, xoe = x. O elemento e é chamado de
elemento neutro ou identidade do grupo;
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4. para cada x € (G, existe um elemento y € G tal que z oy = e. O elemento y é chamado de

inverso de x e é escrito como z7 1.

A linguagem Lg para grupos utiliza o simbolo de fungao o de aridade dois e uma constante e.
Os axiomas que descrevem grupos sao:

Al (zoy)oz=wo(yoz)
A2 zoe=zx

A3 Jy(zoy=ce)

Neste texto, nao se utiliza axiomas nao 1égicos em teorias de primeira ordem. Mas isto nao tem
importancia. Definimos que as férmulas acima, os axiomas de grupos, compoem um conjunto I'g
de férmulas que caracterizam grupos. Entao uma féormula e o x = x é teorema se ' Feox = .

Algumas observacgoes a respeito destes axiomas sao necessarias:

1. nao é necessario colocar nenhum axioma para a especificacao “para todo x,y € G, roy € G”.
Na definicao de uma estrutura (e de modelo), toda fun¢ao toma elementos do universo e
produz um elemento do mesmo universo;

2. por causa da regra Gen, nao é necessario colocar quantificadores universais (V) no inicio dos
axiomas;

3. pode-se escrever Al na notagao usual de fungao: o(o(x,y), z) = o(z, o(y, 2)).

Um grupo G de n elementos sera chamado de grupo de ordem n. Nao necessariamente um
grupo é comutativo; isto é, x oy = y o x para todo z, y € G.

H& intimeros exemplos de grupos na Matematica. Mostraremos alguns deles:

1. o conjunto Z com a operacao + e elemento neutro 0;

2. os numeros racionais sem o zero, Q — {0}, com a operagao . de multiplicacdo e 1 como
elemento neutro;

3. o conjunto R dos nimeros reais com a operacao + e 0 como elemento neutro;

4. o conjunto {0, 1, 2, ...n — 1} com a operagao + definida como
at+0=a
at(b+1)=(a+b)+1sea+b<n
at+(b+1)=(a+b)—nsea+b>=n
onde + é a soma usual em N e + é a operacao deste grupo, chamado de Z,. Normalmente

utilizaremos o simbolo de soma, +, para Z,.

5. o conjunto das matrizes quadradas de ordem 3 nao singulares (determinante diferente de
zero, que possuem inversa) com a operagao de multiplicagdo de matrizes. O elemento neutro
¢ a matriz identidade de ordem 3.
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Os Numeros Naturais

A Aritmética pode ser caracterizada pelos axiomas de Peano. A descri¢ao informal é

A1l 0 é um ntimero natural;

A2 cada nimero natural x tem um sucessor denominado x’;
A3 0 # 2’ para qualquer natural x;

A4 se 2’ =/, entao x = y;

A5 seja P(z) uma propriedade sobre o nimero natural . Entao se P(0) e se P(z) implicar P(z’),
para z qualquer, entao para qualquer nimero natural y, P(y). Este é o principio da indugao.

A versao em uma linguagem de primeira ordem dos axiomas de Peano é dada abaixo. Utiliza-se
uma linguagem L£p com uma unica constante 0, os simbolos de funcao +, . e’. Este tltimo simbolo
sera utilizado como z’ e, quando interpretado nos niimeros naturais, significa o sucessor de x, que
éx+ 1.

Fl o =y—(x=2—y=2)
F2 v =y—(x
F3 0 # 2/, que é 0 mesmo que —(0 = 2/)
F4 o' =y —uaz=y

F5 24+0=2

F6 v +y = (x+y)

F7 2.0=0

F8 z.(v)=(x.y) +x

F9 (A(0) A (Vx (A(x)—A(2"))))—Vz A(x) para qualquer férmula A.

Considere que I'p seja o conjunto de férmulas F1-F9. Supoe-se que estas férmulas sejam
suficientes para caracterizar a Aritmética, que é um modelo B no qual valem as “verdades” usuais
sobre nimeros, como 1 +1=2,VxJy (z+0 =y) e (z4+0").y = (z.y) +0”.y. Este modelo tém
as seguintes caracteristicas:

1. 8| =10, 1, 2, 3, ...}, o universo do modelo;
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2. o simbolo de fungao undria ’ da linguagem deve ser interpretado pela fungao s(z) = x + 1
do modelo B, onde + é o simbolo utilizado na Aritmética usual, ndao o simbolo de funcao
da linguagem Lp. Assim, se representarmos uma funcdo s(x) pelo seu grafico; isto é, pelo
conjunto dos pares (z, s(z)) para todo & do dominio, temos que

Grafico(s) = {(0, 1), (1, 2), (2, 3), ... }

3. o simbolo de funcao binaria + da linguagem deve ser interpretado pela funcao + do modelo;
isto é, pelo + da Aritmética. O grafico de + possui triplas da forma (a, b, (a + b)). Assim,

Grafico(+) = {(0, 0, 0), (0, 1, 1), ... (1,0, 1), (1, 1,2), ..., ...}

4. o simbolo de funcao binaria . da linguagem deve ser interpretado pela funcao . do modelo;
isto é, pelo . da Aritmética (multiplicagao). O grafico de . possui triplas da forma (a, b, (a.b)).
Assim,

Grafico(.) = {(0, 0, 0), (0, 1, 0), ...(1, 0, 0), (1, 1, 1), ..., ...}
5. a constante 0 da linguagem corresponde ao elemento 0 de |B].

Note que o que chamamos de Aritmética usual, o modelo B, é composto pelos conjuntos acima
mais as regras da légica classica. Entao assumimos, nao surpreendentemente, as regras da légica
classica ao nos referirmos as verdades da Aritmética.
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Os conjuntos acima, tanto |B| como os gréficos das fung¢oes contém significando que
eles nao foram completados. Isto era esperado, ja que os conjuntos sao mesmo infinitos. Mas
como entao confirmar que as férmulas do conjunto I'p sao verdadeiras no modelo 8 7 Sé existe
uma possibilidade: utilizar informacoes que conhecemos intuitivamente e que nao estao escritas
completamente no papel. Nao podemos escrever completamente o grafico da funcao +, que é
infinito, mas através de palavras, intuitivamente, conhecemos todas as caracteristicas que esta
funcao deve ter. Entdao pode-se provar um meta-teorema!® que afirma que as férmulas de I'p sao
verdadeiras na Aritmética, o modelo 8.

A discussao acima nos remete a questao “O que é uma prova na Matematica” 7 Certamente
nao é uma prova sintatica, obtida pelo usos de axiomas e aplicagao das regras MP e Gen. Mas o
que é entao 7 Para responder a esta pergunta, devemos assumir que, em uma prova Matematica,
utiliza-se um conjunto de axiomas e outras féormulas ja provadas anteriormente. Por exemplo, em
uma prova sobre nimeros inteiros, utiliza-se os axiomas acima, mesmo que este fato nao esteja
explicito na prova. O desenvolvimento da prova se faz principalmente por argumentos semanticos
— relembre a definigdo de verdade em uma estrutura (pégina 97) e satisfagdo (Definigdo 4.17 na
pagina 93). A defini¢ao de verdade utiliza a definigao de satisfagdo. Contudo, qualquer argumento
pode ser utilizado em uma prova matematica desde que os matematicos concordem com a sua
utilizacao — desde que ela seja razoavel. O que é ou nao razoavel é uma discussao filoséfica que
estd fora do escopo deste livro.

B 1% ’ 7 . . . ~ . . .
I5E meta-teorema porque é um teorema sobre a 16gica de primeira ordem, ndo um teorema da teoria de primeira
ordem que utiliza a linguagem Lp e as férmulas de I'p.
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De qualquer forma, espera-se que qualquer prova mateméatica possa ser convertida em uma
prova sintatica formal (Definigdo 4.2). Em geral, esta prova pode ser feita em uma légica de
primeira ordem. Contudo, nem sempre isto é possivel — pode ser absolutamente necessario uti-
lizar uma logica de segunda ordem. Neste tipo de légica existem algumas variaveis que, quando
interpretadas em uma estrutura, referem-se a conjuntos de elementos da estrutura. Por exemplo,
considere a formula

VX 3Jr(r € XAVY ((y € X A=(z =y))—(y <x)))

interpretada em um modelo 2 da Aritmética que utiliza o simbolo < no qual b < ¢ significa “b é
menor do que ¢”’. Se esta férmula é verdadeira neste modelo, entao qualquer conjunto de elementos
de |2 possui um elemento que é menor do que todos os outros.

Apesar da légica de segunda ordem ser necessaria em alguns casos, praticamente toda a
Matematica pode ser expressa na légica de primeira ordem.

A Teoria dos Conjuntos

A teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel , (ZF) utiliza seis axiomas [1]. Estes axiomas mais o
axioma da escolha (A7 abaixo) constituem-se na teoria ZFC que constitui base para formalizar toda
a Matematica. A partir desta teoria pode-se deduzir todos os axiomas da Aritmética dados no item
anterior, desde que os simbolos +, ., " e 0 sejam representados de uma certa forma (nao mostrada)
utilizando-se somente o simbolo €. Alids, este é o inico predicado utilizado pelos axiomas. Fungoes
e constantes nao sao necessarios. Contudo, para facilitar o entendimento dos axiomas, utilizaremos
o conjunto vazio, (), como constante. Nos comentdrios a respeito das férmulas, interpretamos as
formulas dadas em um modelo da teoria dos conjuntos.

Al Vz(z € z+—z € y)—(x = y), axioma da extensionalidade. Este axioma significa o seguinte:
se x e y tém os mesmos elementos, eles sao iguais;

A2 F,—(3bVy (y € be—3z (z € a A ¢(z,y)))), axioma da substitui¢do. F, é a férmula
Va Yy Vz (o(z, y) A p(z, 2)—(y = 2)). Este axioma garante que podemos construir um
conjunto b que seja a imagem de uma féormula ¢ que é usada como uma fungao tendo a como
dominio;

A3 JyVzx (x € y«—Vz (2 € z—>2z € a)), axioma das partes. Este axioma garante que existe o
conjunto das partes de um conjunto a se a existe;

A4 JyVy (x € y~—3z (r € 2 A z € a)), axioma da reunido. Este axioma garante a existéncia de
um conjunto que é a uniao de todos elementos de a. Naturalmente, na interpretacao deste
axioma na teoria dos conjuntos usuais, a é composto de conjuntos. Em outras palavras, este
axioma garante a existéncia de {z : 3z (x € 2 Az € a) };

A5 Jy (y € x)—Ty(y € x AVz—(z € x A z € y)), axioma da regularidade. Este axioma garante
que um conjunto nao esta contido em si mesmo direta ou indiretamente. Este é o mais
complexo de todos os axiomas de ZF;

A6 Jw (0 € w) ANVz (x € w—z U {z} € w)), axioma da infinidade. Este axioma garante
a existéncia de um conjunto infinito. A saber, {0, {0}, {0, {0}}, {0, {0, {0}}}, ...}. O
simbolo U é um meta-predicado. x Uy é uma abreviagao de 3z (w € z+—(w € 2V w € y));
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A7 (Ve (z € z——(z=0)ANVzVy(x € zAy € zN=(z =y))—(zNy=10)))—TuVeIv(z €
z—u Nz = {v}), axioma da escolha. O simbolo N é um meta-predicado. = N y significa
dz (w € ze—(w € x ANw € y)).

Este axioma garante que, dado um conjunto z que possui como elementos outros conjuntos,
existe um conjunto u tal que u possui exatamente um elemento em comum com cada elemento
de z (que é um conjunto). Exige-se que os elementos de z nao sejam vazios e que dois a dois
nao tenham elementos em comum. Estudando a férmula,

1. Vz (z € z——(x = ())) garante que todos os elementos de z sejam diferentes de (;

2. VaVy(z e zANy € zA—(x =y))—(rNy = 0)) garante que quaisquer dois elementos
de z, que sao conjuntos, tem interseccao vazia;

3. JuVzrIv(x € z—unNaz = {v}) garante que existe u que tem exatamente um elemento
v em comum com cada elemento x de z dado que os itens 1 e 2 acima, quando inter-
pretados, sao verdadeiros. Como Jv aparece depois de Jx , para cada x de z podemos
ter um elemento v diferente — de fato, todos eles sao diferentes, ja os elementos de z
sao dois a dois disjuntos.

Exercicios de Treinamento

4.63. Prove sintaticamente que as sequintes formulas sao teoremas. Utilizamos 1 como uma abre-
viatura para 0’ e n como abreviatura para 0”... onde o simbolo’ aparece n vezes.

(a) 1=1
(b) z4+y.0=2x
(c) 1+0=1

(d) 2=3—1=2

4.7 Incompletude

A cada férmula de uma linguagem de primeira ordem L se pode associar um nimero inteiro
univocamente. Isto é, existe uma fungao

f:F*—N

injetora que toma uma férmula da linguagem de primeira ordem e retorna um ntmero inteiro.
Assuma que F* é o conjunto de todas as férmulas da linguagem L. E importante notar que
duas férmulas sempre terao nimeros diferentes. Mas pode existir um nimero inteiro que nao esta
associado a nenhuma férmula. Uma numeracao deste tipo, injetora, é chamada de numeracao
de Godel. Ha iniimeras formas de se construir tal fungao. Mostraremos a mais facil delas.
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Pode-se associar qualquer féormula a um nimero. Mas nesta Secao estaremos interessados
em associar apenas as formulas da linguagem £, da Aritmética (pagina 113) a nimeros. Esta
linguagem é a utilizada no conjunto I'p e possui simbolos de fungao +, ', . e 0, além dos simbolos
usuais de todas as linguagens de primeira ordem (veja a definicdo na Segao 4.1, pagina 64). A
cada simbolo da linguagem associaremos um numero:

0 9
T 1
) 11
T3 111
T n numeros 1 em seqliéncia
c1 2
Co 22
C3 222
Cn n numeros 2 em seqliéncia
+ 30
33
! 34
, 35
( 36
) 37
- 5)
— 6
= 7
\ 8

O leitor deve se convencer de que duas férmulas diferentes sempre correspondem a numeros
diferentes. Se uma férmula utilizar conectivos derivados (A, V, «— e 3), pode-se utilizar a defini¢ao
destes conectivos em termos dos conectivos primitivos (—, — e V) e obter uma férmula apenas
com estes conectivos.

Vejamos alguns exemplos de numeracao de férmulas:

_|<0:$1/)
@ 5 3697 1 34 37

Ou seja, o nimero correspondente a “—(0 = z/)” é 5369713437.

(b) A I3 ( I3 . 0 = 0 )
§ 111 36 111 33 9 7 9 37

O numero correspondente a “Vaz (x3.0 =0)” é 8111361113397937.

Utilizando a numeracao de Godel dada acima pode-se obter uma correspondéncia 1-1 entre
férmulas e niimeros naturais. Apenas é necessario eliminar os nimeros que nao correspondem a
formulas:
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Ntmero | férmula | E férmula ?
0 nao
1 T nao (termo)
2 ¢ nao (termo)
3 nao
4 nao
5} - nao
6 — nao
7 = nao
8 A nao
9 0 nao
171 T =x1 | Sim
172 T1 = | sim
173 nao
179 r1=0 | sim

Assim, 0 da nova numeracao corresponde a formula “r; = 21”7, 1 a “z; =", 2 a “x1 = 07 e assim

por diante.

Neste ponto estamos prontos para responder a seguinte questao: pode-se fazer uma férmula
A(z), com uma variavel livre z, que corresponde a qualquer propriedade dos nimeros naturais ?
Isto é, dada uma propriedade qualquer dos naturais, como “x é par”, “z é um nimero primo” ou
“r é a soma de dois primos ao quadrado”, pode-se criar uma féormula que a represente ? Para
verificar este fato, utilizaremos o simbolo n na linguagem Lp para representar 0 seguido de n
simbolos /. Isto é, n na linguagem representara o niimero n no modelo B da Aritmética.

Sabemos que podemos fazer férmulas A(x) tal que

1. I'p F A(n) sse n é par. Esta féormula A é Jy (0" .y = x);

2. I'p F A(n) sse n é primo.

A=4s ¥y (D(y, 2)—(y = 1Vy = x) A =(y = 0)) onde

D(y, ©) =gef 32(2z vy =2 A =(y = 0)).

3. I'p = A(n) sse n é a soma de dois primos ao quadrado (Exercicio).

Mas poderemos fazer formulas para quaisquer propriedades dos ntimeros naturais 7 A resposta
¢ nao. Uma propriedade dos naturais pode ser caracterizada pelo conjunto dos naturais que a
satisfazem. Por exemplo, as propriedades dadas acima correspondem aos conjuntos

1. {0, 2, 4,6, ...}

2. {2, 3,5, 7,11, 13, 17, ...}

3. {11, 29, 34, ...}

Mas quantos conjuntos dos nimeros naturais existem ? Este conjunto é P(N), o conjunto das
partes dos numeros naturais. Pode ser provado que nao existe nenhuma funcao bijetora entre N e
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P(N) embora exista uma fungao bijetora entre N e um subconjunto de P(N) (a saber, o conjunto
{{0}, {1}, {2}, ...}). Dizemos que a cardinalidade de N é menor do que a cardinalidade de P(N).
A propésito, a cardinalidade de P(N) é igual a do conjunto R.

Concluimos que ha propriedades dos niimeros naturais que nao podem ser expressas na logica
de primeira ordem. Ou seja, esta logica tem limitagoes, ela nao pode ser utilizada para representar
todas as propriedades dos niimeros naturais.

Proposicao 4.6. Pode-se enumerar todas as formulas que sao teoremas tomando-se I'p como
hipoteses. Isto €, pode-se enumerar as formulas A tal que I'p F A.

Prova. Uma seqiiéncia de formulas By, Bs, ... By pode ser representado por um nimero ni4nq4 . . . 4ny,
onde n;, 1 < i < k, é o numero correspondente a féormula B;. Pode se provar que existe um al-
goritmo que, dado um nimero n = n4nq4 . .. 4ny, verifica se n corresponde a uma prova de By
usando I'p como hipdteses. Isto é, o algoritmo verifica se cada n; corresponde a uma instancia
de um dos axiomas légicos A1-A7 ou a uma férmula de I'p ou a uma aplicacado de MP e Gen
utilizando féormulas cujos niimeros aparecem em n com indice menor do que ¢. Suponha que este
algoritmo seja uma funcao prova(n) que retorna true se n codifica uma prova sintatica que utiliza
I'p como hipdteses e false caso contrario.

Entao pode-se enumerar (neste caso, imprimir) os teoremas A tal que I'p = A pelo seguinte
algoritmo:

n=1
while true do
begin
if prova(n)
then
Se n codifica a prova By, Bs, ... By, imprima By
n=n+1
end

Em toda a discussao abaixo, assumiremos a razoavel hipétese de que o conjunto I'p é consis-
tente. Isto é, nao se pode deduzir uma féormula A e =A a partir deste conjunto.

Qualquer programa de computador é equivalente a uma funcao f : N°——N. As entradas de
um programa podem ser convertidos em nimeros inteiros e a saida também. Afinal, tudo o que
um computador digital conhece sao zeros e uns e estes, em seqiiéncia, formam niimeros inteiros.

Considere uma férmula A(zy, 9, . . . 2y, y) com x4, 1 < i < ke y livres e uma fungao f : NF—N.
Dizemos que a funcao f estd representada por A em I'p se f(ny, ng, ...ng) = m implicar:

(a) T'p F A(ny, ng, ...ng, m)

(b) I'p = =A(ny, ng, ...ng, p) para todo p # m.

Note que o n; e m em f(ny, ng, ...ng) = m sdo os numeros naturais e n; e m em ['p F
A(ny, ng, ...ny, m) sdo abreviaturas de 0 seguido de n; e m simbolos ’.
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Proposicao 4.7. Qualquer programa de computador € representdvel por uma formula na linguagem
Lp em'p.

Esta proposicao sera apresentada sem provas. Ela diz que a qualquer programa corresponde
uma formula da logica de primeira ordem que é teorema tomando-se I'p como hipdteses. Isto sé é
possivel porque utilizamos o conjunto I'p que, esperamos, caracterize os nimeros naturais.

Proposicao 4.8. O conjunto de formulas I'p € indecidivel; isto €, dada uma formula A, nao existe
um algoritmo que diz se I'p - A.

As férmulas que caracterizam a Aritmética, I'p, possuem uma complexidade tal que nenhum
algoritmo jamais serd capaz de tomar uma férmula como parametro e dizer se aquela férmula pode
ou nao ser deduzida a partir de I'p.

Este resultado foi obtido por Godel em 1931, juntamente com o seu famoso teorema, chamado
teorema de Godel. Este teorema afirma que:

(a) existe uma férmula A tal que nem A nem —A podem ser deduzidas a partir de I'p mas
nos, observadores fora do sistema formal, sabemos que A é verdadeira. Entao Godel obteve
uma férmula verdadeira da Aritmética que nao pode ser demonstrada usando I'p. A adicao
de novas formulas a este conjunto nao resolve o problema. Por mais que féormulas sejam
adicionadas, sempre havera uma féormula que sabemos ser verdadeira mas que nao pode ser
deduzida. Intuitivamente, a férmula que Godel obteve é “eu sou indemonstravel usando I'p”.
Godel realmente construiu a férmula A, nao apenas provou que alguma férmula deste tipo
existe;

(b) néo se pode provar usando o conjunto I'p que I'p é consistente; isto é, que se I'p - A, entao
I'p t/ 2A. Godel criou uma féormula B que, intuitivamente, é “I'p é consistente”. Entao ele
provou que B nao pode ser deduzido usando I'p; isto é, I'p I/ B.

O teorema de Godel entao afirma que o conjunto I'p é incompleto, assim como qualquer ex-
tensao dele. Isto é, ha verdades na Aritmética que nao podem ser demonstradas usando I'p.

Exercicios de Treinamento

4.64. Dado um conjunto I qualquer, se I' I A, entao necessariamente I' = ~A ¢

4.65. Fxplique, sem provar, o teorema da Completude de Godel: um conjunto de formulas fechadas
(sentengas) I' em uma linguagem L € consistente se e somente se I' tem modelo em L.

4.66. FExplique, sem provar, o teorema da Completude de Gédel: dado um conjunto de formulas
fechadas T' e uma formula fechada A em uma linguagem L, entdo I' E A se e somente se I' - A.

Para as questoes abaizo, assuma que Lp € a linguagem utilizada pelos axiomas de Peano ex-
pressos em uma linguagem de primeira ordem e I'p é o conjunto de formulas que representam estes
axiomas em primeira ordem.
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4.67. Invente uma nova maneira de associar numeros a formulas das linguagens de primeira
ordem.

4.68. Associe numeros a formulas de primeira ordem utilizando niumeros primos: uma formula
= A poderia ser codificada como 2" onde n € o numero de A, A— B poderia ser codificada como
3"5™ onde n € o numero de A e m € o numero de B e assim por diante.

4.69. Como uma propriedade sobre os niumeros naturais pode ser representada por uma formula
da linguagem Lp com uma varidvel livre ¢

4.70. Qualquer propriedade que € ou nao € satisfeita por qualquer nimero natural pode ser escrita
por uma formula da linguagem Lp com uma varidvel livre ¢

4.71. Pode-se fazer um algoritmo que imprime, um por vez, os elementos do conjunto R = {A :
LpF A} 7 Justifique.

4.72. Pode-se fazer um algoritmo que imprime, um por vez, os elementos do conjunto R = {A :
Cpt/ A} 7 Justifique.

4.73. Represente por formulas na linguagem Lp as sequintes funcgoes da Aritmética:

(a) +

(b) f:N—N tal que f(n) é1 sen € par e 0 se n € impar;

(c¢) g: N—N tal que g(n) = 0 para qualquer n;

(d) h:N?*—N tal que g(n, m) = (n+m).2.

4.74. Pode-se encontrar um algoritmo que ndo pode ser representado por uma formula de Lp ¢
4.75. O que € Aritmética ?

4.76. FExiste um algoritmo que diz se uma formula A de Lp € teorema tomando-se I'p como
hipdteses ?

4.77. Com relagdo ao Teorema de Gédel (Incompletude), comente as sequintes frases, corrigindo-
as se for necessdrio:

(a) Gddel encontrou uma formula A tal que T'p /A e I'p I/ =A e ndés nio sabemos se A €
verdadeira na Aritmética ou nao;

(b) Gédel encontrou uma formula A tal que nem A nem —A sdo verdadeiras no modelo da Ar-
itmética, mas nos sabemos que A € verdadeira;

(c) Gadel encontrou uma férmula A tal que U'pt/ A e T'p I/ 2 A e nds sabemos que A € verdadeira
na Aritmética;

(d) Gadel provou que existe uma formula tal que nem ela nem a sua nega¢io sio teoremas
tomando-se I'p como hipoteses;

(e) Gadel provou que existe uma formula tal que nem ela nem a sua negag¢do sdo teoremas
tomando-se I'p como hipoteses. Mas ele nao mostrou esta formula, apenas provou que existe;
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(f) considere uma formula A que significa, intuitivamente, “eu sou indemonstrdvel usando I'p”
Entao se I'p = A temos uma contradicao;

(g) considere uma formula A que significa, intuitivamente, “eu sou indemonstrdvel usando I'p”,
ou seja “A € indemonstrdvel usando U'p”. Entdo se I'p = = A temos uma contradi¢do pois
= A significa “A € demonstravel usando I'p” e entao teriamos deduzido que A € demonstravel

quando na verdade o que é demonstrdavel é ~A. Assuma que I'p € um conjunto consistente
de formulas.
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Apeéendice A
Respostas dos Exercicios Selecionados

Respostas do Capitulo 2:

2.3 Meta-teorema: Mxy é um teorema onde x contém 2" — 3.m ['s e y contém m U s para todo
n>2em >2"/3, nem inteiros.

2.7 Alguns dos teoremas sao F+ T, T+« N, 0+ 1% 2, T x 1. Os teoremas que nao contém E, T
ou N sao precisamente expressoes aritméticas com nimeros como 0+ 1x2ou 0+ 1+ 2+ 3.

Respostas dos exercicios do Capitulo 3:

324 (ANB—(-B—(B—A)))ANC
~A—BV (C——(ANBV(C——A)
ANBAC

AV B«——A—-B
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Peano, 113
porta légica, 55
precedéncia
calculo proposicional, 35
linguagem de primeira ordem, 65
predicado, 64
simbolos de, 64, 72
prova
calculo proposicional, 35

quantificador existencial, 65
quantificador universal, 64

ramo de um tablo, 49
regras,
calculo proposicional, 34
semanticas, 110
sintaticas, 82
teorias de primeira ordem, 76
regularidade
axioma da, 115
relacao, 72
entre sintaxe e semantica, 42
reuniao
axioma da, 115



satisfacao, 93
satisfabilidade

calculo proposicional, 22
seqiiéncia, 92
simplificagoes l6gicas, 61
sintaxe, 34

logica de primeira ordem, 66, 71
sistema formal, 5
Smullyan, 18
substituicao, 22

axioma da, 115

tabelas verdade, 18
tablos, 48
tautologia, 21
instancia de, 78
teorema, 5, 35
completude, 46
deducao, 37
teoria, 34
consistente, 46
teoria de conjuntos, 115
teoria de primeira ordem, 66, 75
teoria formal, 34
termo, 64

universo de um modelo, 67

V, 18
variavel
ligada, 72
linguagem de primeira ordem, 64
livre, 72
variante, 80
verdadeira
férmula, 97, 98
verdadeiro, 18

Zermelo-Fraenkel, 115
ZF, 115

ZFC, 115

zoologico, 66
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