Segunda Prova de Introdugao a Logica
Lembretes da légica de primeira ordem

1. Um termo ¢ a) uma varidvel ou constante; b) fi*(t1, s, ..., t,) se fi ¢ um simbolo de fungao e
t1, to, ... tp sao termos.

2. Uma férmula atémica é t; = ¢ ou possui a forma P[(ty,ts,...,t,) onde P ¢ um simbolo de
predicado e tq, ts, ..., t, sao termos.

3. Uma férmula da linguagem de primeira ordem é definida como a) toda férmula atomica é
férmula; b) se A e B sdo férmulas e x é uma varidvel qualquer, entdo (—A), (A—B) e ((Vz)A)
sao formulas.

4. (3x)A é uma abreviatura para —((Vz)(—A)) e (Vx)A é uma abreviatura para —((3z)(—A)).
5. (AANB) é6 -(A—-B); (AV B) ¢ (mA)—B; (A——DB) ¢ (A—B) A (B—A).

6. Se A é uma férmula e t um termo, dizemos que t é livre para y em A se nenhuma ocorréncia
de y em A ocorre dentro do escopo de um quantificador (Vw, Jw) onde w é uma variavel em t.

7. Axiomas das teorias de primeira ordem:

(A1) (A—(B—4)),  (A2) (A—(B—C))—((A—sB)—(A—C)))

(A3) (wB——A)—((-B—A)—B))

(A4) (Vz A(x))—A(t) se A(x) é uma férmula e ¢ é um termo livre para x em A(x)

(A5) (Vo (A—B))—(A—(Vz B)) se A nao contém ocorréncias livres de x

(A6) z =z e (A7) v = y—(A(z,2)—A(z,y)), onde A(z,y) é a férmula A onde algumas ou
todas as ocorréncias livres de x foram substituidas por y. Assume-se que y é livre para x em
Az, z).

Regras de deducao ou inferéncia: a) [MP]: se A e A— B sao teoremas, B também é teorema. b)
[Gen]: se A é teorema, Vx (A) é teorema.

8. Seja A uma tautologia no CP e A" uma férmula da linguagem de primeira ordem (LPO) obtida
de A pela substituicao das varidveis proposicionais por férmulas da LPO. Entao A’ é chamada de
instancia de tautologia.

9. Uma férmula é fechada se nao possui variaveis livres. O fechamento de uma férmula A que
possui as variaveis livres x;,, ©;,, ..., ;, € a féormula Vz;, Va,, ...Vz; A.

10. (Teorema da Dedugao) Se A é uma férmula fechada e I'; A+ B entao I' - A—B.

11. Se+ A«—B, entao - A sse - B. Se ~A+ B A —-B e A nao possui varidveis livres, - A. Se
FA entao AVB. Se- A entaok- BVA. FAABsse-Aek-B. FAV Bssek BV A.

12. FAANBsse- BANA. SeF AVB, FA—Cetk B—C,entaot C. Se- AV Bel —A,
entdao - B. Se- A—B etk B—A, entao F A«—B. Se- A—B etk B—C, entao F A—C.
Se - A«—B e B«—(, entao - A«——C.

13. FA«——B sse- A—B etk B—A. Se- A—B e x nao é livre em A, entao - A—Vx B.
Sek Ae A" é A(ty,ts,...t,), onde t; substitui a varidvel livre z; de A, entao - A’. Se H A— B,
entao - dr A—3dx B e Vo A—Vx B.

14. Se uma férmula A possui como variaveis livres xq, s, ..., T,, entao
a) F A(tl, t2, tn)—>5|l'1 31‘2 e El[[‘n A
b) H Vl'l VZL‘Q ce Vl‘n A—>A(t1, tQ, tn)

onde t; substitui x; em A(ty,ts,...t,,).



15. Se F A é o fechamento de A, entdo - A sse - A’.

16. Seja L a linguagem associada a um conjunto de férmulas I'. Uma estrutura 91 para £ consiste
de: 1) um conjunto M # ) chamado de universo da estrutura. e 2) uma funcao I de interpretacao
tal que a) para cada simbolo de func¢do f de £ de n argumentos, I(f) corresponde a uma fungao
de M™ em M. f™ sera utilizado para denotar I(f); b) para cada sfmbolo de predicado P de £
de aridade n, I(P) corresponde a uma relagdo em M". P™ sera utilizado para denotar I(P) e c)
para cada constante ¢ de £, I(c) corresponde a um elemento fixo de M, que serd denotado por
™. Escreveremos 9 =< M, ] > para uma estrutura 9 com conjunto universo M e funcio de
interpretacao 1.

17. Seja A(vy,ve,...v,) uma férmula em uma linguagem L, v;, vq, ... v, meta-varidveis, I uma
estrutura de £ e @ uma seqiiéncia em M. Escrevemos “d satisfaz A em 9”7, denotado por M E Ald],
se:

1. ME (t; = ty)[a] sse tP[a] = t3a]

2. ME Pty to,..t,)[d] sse (tMa], t7¥[a], ... 17 a]) € P™

3. M E —-B[a] sse M & Bla]. Escrevemos M ¥ Bld] para “d nao satisfaz A em 9.

4. ME (B—C)la) sse M Bla] ou M E C[d]

5. Seja y uma variavel que nao pertence ao conjunto de varidaveis utilizadas em A. Entao 9 F
(Vo B(w))[a] sse M F By [b,a)] para todo b € M onde M é o universo da estrutura 9. O simbolo
B} é a férmula B com z substituido por y.

18. Uma férmula A de uma linguagem L é verdadeira na estrutura 9 de £ se e somente se toda
seqiiéncia @ de M satisfaz A. Isto é, M F A[d] para toda sequéncia a. Escrevemos I F A.

19. Uma férmula A de uma linguagem £ ¢ falsa na estrutura 9t de £ se e somente se nenhuma
seqiiéncia @ de M satisfaz A. Isto é, M K Ald] para toda sequéncia a. Escrevemos I A.

20. Uma férmula fechada, sem varidveis livres, é sempre verdadeira ou falsa. Um conjunto de
formulas I' é consistente se existe uma formula A tal que I' I/ A. Isto é, ndo se pode deduzir
qualquer férmula a partir de I'.

21. Uma estrutura 91 de uma linguagem £ é um modelo para uma féormula A em £ se A é
verdadeira em 91. Escrevemos M F A.

22. Uma estrutura 9 de uma linguagem £ é um modelo para um conjunto de féormulas I' em
L se M é modelo para cada uma das formulas de I'.

23. Escrevemos I' E A para indicar que A é verdade em todos os modelos do conjunto T'.

24. Os axiomas das teorias de primeira ordem sao verdadeiros em qualquer estrutura. Uma
formula A de uma linguagem L é logicamente valida se e somente se ela é verdadeira em todas
as estruturas de £. Considere a féormula A e um conjunto I' de férmulas de uma linguagem L.
Uma férmula A é uma conseqiiéncia légica de um conjunto de férmulas I' se A é verdadeira
em todos os modelos de I'. Isto é, se M E I para certo modelo M, entao M F A. Escrevemos
I'E A.

25. Considere uma linguagem L. Os teoremas em L das teorias de primeira ordem sao verdadeiros
em qualquer estrutura de £ (sao logicamente vélidos).

26. Teorema da Completude de Godel: a) Um conjunto de férmulas fechadas (sentengas) I' em
uma linguagem £ é consistente se e somente se I' tem modelo em £ e b) Dado um conjunto de
formulas fechadas I' em uma linguagem L, entao I' E A se e somente se ' - A.



