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Capitulo 1

Introducao

1.1 Afirmacoes, Teoremas e Semelhantes

Defini¢do 1.1. Uma prova é uma deriva¢do de uma afirmacdo a partir de hipéteses utilizando
regras de dedugdo légicas. A prova pode ser feita em uma légica como a Légica de Primeira
Ordem ou usando uma linguagem natural.

Defini¢do 1.2. Um axioma ou postulado é uma afirmac¢do considerada evidente e que ndo

necessita de prova.

Por exemplo, temos os cinco axiomas de Euclides sobre geometria Euclidiana. O primeiro
deles diz que dois pontos definem uma tnica reta. O quarto diz que todos os dngulos retos sdo
iguais.

Definic¢ao 1.3. Um teorema é uma afirmagdo que foi provada baseada em certas hipéteses. Um
teorema é uma afirmacdo provada que possui certa importancia.

H4 afirmagdes que sdo provadas como um teorema mas que ndo possui a importancia e a
generalidade deste. Estas afirmac¢des possuem muitos nomes:

Afirmacao, Asserc¢ao, Resultado, Fato: uma afirmagdo prova sem muita importancia. Geral-
mente utilizada para a prova de um teorema ou proposicao;

Proposicdo: afirmacdo de importancia intermedidria entre um teorema e um resultado/fato;

Lema: uma afirmacdo utilizada na prova de um longo teorema. A prova do teorema é dividida
em partes, sendo cada uma delas um Lema;

Coroldrio: um afirmacdo que tem uma prova curta baseada em um teorema ou proposic¢do que
estd imediatamente antes;

Algumas vezes usa-se simplesmente “afirmagdo”(claim em Inglés). Outros nomes utilizados
para afirmagdes provadas sdo: identidade, regra, lei e principio.
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Definicao 1.4. Uma afirmacdo matemdtica que ndo foi provada é chamada de hipétese ou
conjectura.

Sao exemplos de conjecturas:

conjectura de Goldbach: cada ntimero par pode ser escrito como a soma de dois primos?

conjecture 37 + 1: tome um ntmero n. Se n é par, divida-o por 2. Se é impar, calcule 3n + 1.
Repita o processo. Para qualquer ntimero n chegaremos a 1?

primos gémeos: hd infinitos primos da forma p e p +2?

1.2 Linguagem Légica de Primeira Ordem

Neste livro usaremos algumas férmulas l6gicas expressas na linguagem da légica de primeira
ordem (LPO). Definiremos informalmente entdo o que é uma férmula nesta linguagem. Outros
conceitos desta l6gica necessdrios a este texto podem ser encontrados em Guimarées [6].

Uma linguagem da LPO ¢é associada a um vocabuldrio, que é uma tripla formada por um
conjunto de simbolos de predicado, um conjunto de simbolos de fun¢do e um conjunto de
simbolos de constantes. A linguagem define o que é uma férmula valida.

A linguagem da légica de primeira ordem utiliza o alfabeto
AV, —,—, ¥, 3, () U{x,x,. . JUZUAUW

no qual x; é uma varidvel, i € IN, £ é um conjunto de simbolos de predicado, A é um conjunto
de simbolos de fungdo e W um conjunto de simbolos de constantes. Usamos meta-varidveis x,
Y, z, etc. Uma meta-variavel representa e pode ser substituida por uma variavel qualquer (x; ou
outra meta-variavel).

Defini¢ao 1.5. Um termo é definido indutivamente como

1. uma variavel ou constante é um termo;

2. se f é um simbolo de funcdo que toma n argumentos (n-ario) e ty, ty, ... f; sdo termos,
entdo f(t,t, ..., t,) € um termo. Observe que um simbolo de fun¢do de aridade! n deve
ser utilizado com n termos.

Um vocabuldrio apropriado para férmulas sobre os nimeros naturais é V = ({<, <}, {+, .}, {0, 1}).
< e < sdo simbolos de predicado, + e . sdo simbolos de fun¢do bindrios e 0 e 1 sdo constantes. A

linguagem L, associada a este vocabulario possui termos como

1. 0,1, x1, x7, x; parai € IN;

A aridade de uma fungdo é o nimero de argumentos que ela exige.
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2. 04+x,0+0)+1
3. x.(y + z), usamos meta-varidveis aqui;
4. +(x,y), .(+(1,x), y), usamos a notagdo usual de funcdo para + e.

Defini¢dao 1.6. Uma férmula atdmica é definida indutivamente como:

e 1, =1, comt et, termos de L ou;

e P(ti,ty,...,t,) sendo que P é um simbolo de predicado n-ario pertencente a L e ty, t, ..., t,
sao termos.

Defini¢do 1.7. Uma férmula da linguagem de primeira ordem é definida como

1. toda féormula atbmica é férmula;

2. se A e B sdo férmulas e x é uma varidvel qualquer, entdo (—A), (A V B), (A A B), (A—B),
(A<—B), ((Vx)A) e ((Ix)A) sdo féormulas. O simbolo 3 é chamado de quantificador existencial
e YV é o quantificador universal;

3. nada mais é uma fé6rmula.

Usamos A, B, C, ... para meta-férmulas. Uma meta-férmula representa uma férmula
qualquer. A precedéncia dos operadores é a seguinte, do maior para o menor: =, A, V, V, 3,
—>, «—. Os quantificadores ¥ e 3 tétm a mesma precedéncia. Nao utilizaremos parénteses a
ndo ser que haja alguma ambigiiidade.

1.3 Conceitos e Equivaléncias Légicas Importantes

Apresentamos abaixo algumas equivaléncias l6gicas importantes. Usamos A = B para A é
logicamente equivalente a B.

1. usamos I' k A se A é conseqiiéncia légica do conjunto de férmulas I'. Isto é, sempre que
todas as férmulas de I' forem verdadeiras, A serd verdadeiro.? Se I' = {B}, usamos B k A.
Neste texto, I estard implicito, sera o conjunto de axiomas da Matematica adequado para
cada caso. Vocé pode considera-lo como o conjunto dos seus conhecimentos matematicos
sobre o0 assunto;

2. A«—B=(A—B) A (B—A). Isto é,T F A«—B se e somente se ' £ (A—B) A (B—A)

3. A—~B=-B—-Aoul'E A—Bssel £ =-B—-A

2No Célculo Proposicional. Na LPO, A deve ser verdadeira em todos os modelos de T



4. prova por contradicdo. Considere que L é uma contradigdo, por exemplo, A A =A. Se
I'E -A— 1L entdo I £ A. Pela tabela verdade de —, como -A— L é considerada V
(verdadeiro) quando I' o for, entdo —A s6 pode ser F (se fosse V, teriamos V — F, 0 que é
F — mas assumimos que ~A— 1 é V). Como —A é F, A é V, verdadeiro.

Para provar A, assumimos —A e chegamos a uma contradi¢do. Entdo podemos afirmar
que A é verdadeira;

5. =(A—B) = ~(=A V B) = A A =B. Para provar A— B, podemos negar esta férmula, tentar
fazer a prova e chegar a uma contradicdo. Entdo tentamos provar -(A—B). Ao encontrar
uma contradicdo, temos que A— B é verdadeira. Contudo, em geral ndo tentamos provar
—(A—B) e sim uma férmula logicamente equivalente a ela, A A —B.

6. A«—B = (A—B) A (WA—-B). Em uma prova “A sse B”, podemos provar que: a) A
implica B e b) se A é falso entdo B é falso (ndo A implica ndo B).

1.4 Nomenclatura Matematica

(a) Escrevemos A= B para “se A entdo B”. Esta frase é lida como “B é necessario para A”
ou “A é suficiente para B”. O fato de A ser verdadeiro é suficiente para B ser verdadeiro
também. O fato de B ser verdadeiro é necessario para A ser verdadeiro; isto é, A ndo pode
ser verdadeiro sem que B também o seja. Quando “A é necessdrio e suficiente para B”, entdo
temos A se e somente se B;

(b) Usamos sse como abreviatura para “se e somente se”;
(c) frequentemente, nas provas, ndo colocamos “para todo x” ou “para todo n”. O “para todo”
fica implicito. Por exemplo, escrevemos

se n > 3 é primo, entdo n + 1 ndo é primo. Queremos dizer “para todo 71, se n > 3 primo,
n +1ndo é primo”.

Nas provas, freqiientemente se usa “dado x ...” isto quer dizer “para todo x de certo dominio
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1.5 Tipos de Provas

Esta secdo apresenta os tipos de prova mais comuns. Normalmente, ao fim de uma prova
coloca-se um quadrado cheio m, vazio O ou QED. Este tltimo é uma abrevia¢do de Quod Erat
Demonstrandum, uma frase em Latin que significa “o que era para ser demostrado”.



1.5.1 Prova Direta

Neste tipo de prova tem-se que provar uma afirmagdo do tipo A—B e usa-se o fato A para
provar B diretamente.

Proposi¢do 1.1. Se n € N é impar, n* é impar.

Demonstragio. Impar é todo ntimero inteiro que pode ser escrito da forma 2k + 1 para algum
k € Z. Como n é impar, n = 2k + 1. Entdo n*> = 2k + 1)* = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1. Logo n?
¢é impar. O

1.5.2 Prova por contrapositiva

Este tipo de prova se baseia na equivaléncia l6gica A—B = ~B—-A.

Proposi¢do 1.2. Paran € IN, se n? é par, entilo n é par.

Demonstragio. Provaremos a contrapositiva, isto €, “se n ndo é par, entdo n* ndo é par” ou “se n
é impar, entdo n? é impar”.

Como n é impar, n = 2m + 1 param € IN, m > 0. Entdo

=Q2m+17? =4m* +4m+1=22m* +2m) + 1

que é impar. O

1.5.3 Prova por Contradicdo

Para provar que alguma afirmagdo P é verdadeira, podemos supor que o contrario é que é
verdadeiro; ou seja, “ndo P”. Se encontrarmos uma contradi¢do durante a prova, entdo é certo
que assumimos algo falso como premissa. No caso, “ndo P” é falso, o que significa que P é
verdadeiro (ndo ndo P é igual a P). Vejamos um exemplo.

Proposi¢do 1.3. V2 é irracional.

Demonstragio. Suporemos que V2 é ntimero racional. Entdo existem dois inteiros a e b tal que
V2 = 7. Podemos assumir também, sem perda de generalidade, que a e b ndo tém fatores em
comum (isto é, ndo ha um ntmero inteiro que divide ambos). Lembrando, nimeros racionais
sdo aqueles que podem ser escritos como 7, com a e b inteiros.

Sendo V2 = £, temos que 2 = & e 2V = . Entdo 4 é um ndmero par, pois é da forma 2p,
sendo que p = b?. Sendo a? par, entdo a é par e portanto pode ser escrito como 2. Isto é, a = 24.
Logo, 2b* = (29)%, 2b* = 4¢* e b* = 2¢*, 0 que implica que b? é par e portanto b é par. Contradigéo,
pois agora ambos, a e b sdo divisiveis por 2, sendo que assumimos que estes nimeros ndo tém
divisores em comum.



Logo podemos concluir que a hipétese inicial, que V2 é racional, é falsa. Logo V2 é
irracional. m|

1.5.4 Prova por Casos

Algumas vezes uma prova deve ser dividida em diversas partes e cada uma delas deve ser
provada separadamente.

Proposicdo 1.4. Prove que, dados n e m naturais, n e m tém a mesma paridade (ambos pares ou ambos
impares) se e somente se n + m é par.

Demonstragio. A proposicdo é da forma A«— B pois é um “se e somente se”. Entdo temos que
provar A—B e B—A. Ou, equivalentemente, A—B e ~A—-B. Ou seja, provaremos que a)
se n e m tém a mesma paridade, n + m é par e b) se n e m ndo tém a mesma paridade, n + m ndo
é par (é impar). H4 quatro casos a considerar, dois para cada item a) e b):

(a) nparempar: n =2k, m =2t,n+m = 2(k + t) e portanto par;
(b) nimparem impar: n =2k+1,m=2t+1,n+m=2(k+1t)+2=2(k+t+1) e portanto par;
(c) nimparem par: n =2k+1,m =2t,n+m = 2(k +t) + 1, impar;

(d) nparemimpar: n =2k, m=2t+1,n+m=2(k+t)+ 1, impar.

1.5.5 Prova por Contra-Exemplo

Dada uma afirmagdo qualquer, podemos refutd-la encontrando um exemplo que torna a
afirmacdo falsa. Por exemplo, “todos os primos sdo impares”. Para refutar esta afirmacéao,
basta encontrar um primo que é par. 2 é primo e é par. Logo a afirmacdo é falsa. Isto é, a
afirmacdo “Ha pelo menos um primo que é par” é verdadeira.

H4 um outro método de prova que serd utilizado neste livro. E a chamada “prova por
intimidagdo” em que o autor simplesmente escreve “trivial” no espaco reservado a prova. E
um tipo de prova fécil de fazer e no qual os erros sdo impossiveis.?

Exercicios

1.1. O que é um teorema? E um lema? Uma conjectura é uma hipétese?

1.2. Cite uma conjectura famosa da Matemaética nédo citada neste Capitulo.

3Este método possui intimeras vantagens, mas ndo pode ser utilizado em nenhuma avaliagéo.
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1.3. Explique com as suas palavras as equivaléncias l6gicas dadas neste Capitulo.
1.4. Prove que, se n* é multiplo de 3, n é multiplo de 3.
1.5. Prove que V3 é irracional.

1.6. Prove que, se x1, x; € R, entdo

X1+ X»

VX1X2 < T

Generalize esta férmula para n varidveis (dificil).

1.7. Prove, sem utilizar inducao finita:

(@) seaj 1 =a;+ceS,=a;+a,+...+a,, entdo

_ (a1 +a,)n

Sn
2

(b) sejaS, =a+ag+ag*+...+aq"!, g # 1. Entdo

_ a(q" —1)

Su 7-1

(c) seja S, =a+aq+ag*+...comq <1— uma série infinita. Entdo

a

1-9q

Sy =

1.8. A soma de dois racionais é racional? A soma de dois irracionais é irracional? A soma de um
racional com um irracional pode ser racional? O produto de dois irracionais pode ser racional?
O produto de um irracional por um racional pode ser racional? A divisdo de um irracional por
outro irracional pode ser racional?



Capitulo 2

Inducao Finita e Definic¢ao por Inducao

Teorema 2.1. Considere uma afirmagido A(n) onde n € IN; isto é, A é parametrizada por um niimero
natural n. Se provarmos

(@) A para um caso base A(b) onde b € IN e;
(b) que A(n) implica em A(n + 1)

entdo teremos provado A(n) para todo n € IN, n > b. Este é o chamado Principio da Inducao Finita,
que na verdade é um teorema.

Colocando este teorema em notagao légica, temos
A(b) AVn(A(n)—An + 1))—Vnn > b—A(n))

De fato, o teorema da inducdo finita é mais geral do que esta férmula l6gica por razdes que serdo
explicadas futuramente (se forem explicadas). Este teorema pode ser deduzido do axioma da
boa ordenagdo dos nimeros naturais que diz que qualquer subconjunto de IN tem um menor
elemento. De fato, o axioma e o teorema acima sdo equivalentes.

A nomeclatura utilizada é a seguinte:
A(b) é chamada de caso base;

A(n) é chamada de hipétese de indugdo. Isto é, assumimos que A(n) é verdadeiro para provar
An+1).

O principio da indugdo finita pode ser descrito em termos de conjuntos da seguinte forma

[5].

Teorema 2.2. Seja ny € N e S um conjunto tal que:

@ nges;



(b) ses € Sentdo s > ny;

(c) seneSention+1€S;

entio S={n:n€Nes > ng}

Nem sempre assumimos que A(n) é valido (HI) para provar A(n+1). Quando for conveniente,

podemos assumir que A(n — 1) é vélido e entdo provar A(n).

O teorema da inducdo finita acima pode ser provado utilizando-se outros teoremas da

Matemaitica, o que néo sera feito aqui.

Vamos estudar um exemplo.

Proposicao 2.1.
va‘i _nn+1)
2
i=1
Demonstracido. Considere S, =1+2+3+...+n,entdo S, = @
Paran=1,5=1e 5, = @ =1, o que prova a hipétese.

Suponha que a hipétese seja valida paran — 1, isto é,

(n-D—-1+1) _(n=1)n

Sn—l = 5 5

=1+2+...+(n-1)

Provaremos que ela é valida para S,,. Sendo S, = S,-1 + n, entdo

_ (n—l)n+n: (n? —n + 2n) _ n(n+1)

S
2 2 2

o que prova a hipétese. Neste exemplo,a HIé S, = —”(”2+1).

Proposicao 2.2.

n

Zzizznﬂ_l

i=0

Demonstragdo. Para o caso base tomamos n = 0. Entdo

0

szzzo -1

i=0
20 _1=21-1 = 1

10
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Assuma que a HI é vélida; isto é,

i 21‘ — 2n+l -1
i=0

Entao
n+1 n

Z 2i — (Z 21) + 2n+1 — 2n+1 -1+ 2n+1 — 2.2n+1 —-1= 2n+2 -1
i=0 i=0

O

Proposicao 2.3. Considere n retas distintas no plano. Estas retas dividem o plano em um certo niimero
de regioes delimitadas por segmentos de retas ou retas. Dentro de uma regido ndo hd nenhuma reta ou
segmento de reta. Por exemplo, uma tinica reta delimita o plano em duas regides. Duas retas paralelas
dividem o plano em trés regides e duas retas que se cruzam dividem o plano em quatro regides.

Uma coloragdo vilida para um plano com n retas associa uma cor para cada regido de tal forma que
duas regides com um segmento de reta em comum nio tenham a mesma cor.

Prove que existe uma coloragdo vdlida para um plano com qualquer niimero de retas que utiliza apenas
duas cores.

Demonstragio. Provaremos porinducao finita. Claramente, paran = 1 duas cores sdo suficientes.
Considere agora a afirmacdo valida para n — 1 retas. Iremos provar que ela é valida também
para n retas.

Considere o plano com 7 retas. Remova uma reta. Pela HI, é possivel colorir o plano com
duas cores. Agora acrescente a reta que foi removida e inverta as cores em um dos semi-planos
definido pela reta (e apenas em um deles). As regides que estdo em apenas um dos lados da reta
continuam com a coloracdo valida — as cores em regides separadas por uma reta ou segmento
de reta continuam diferentes. As regides divididas ao meio pela n-ésima reta, adicionada, sdo
coloridas por duas cores diferentes também. Logo a coloragdo para n retas também é valida. O

O principio da indugéo finita (Teorema 2.2) apresentado acima é chamado de principio da
inducdo fraca. H4 um outro teorema, o da indugéo forte. Este teorema assume como hip6tese
de indugdo que a afirmagdo A(n) é valido para k < n.

Teorema 2.3. Principio da indugdo finita forte: considere uma afirmagio A(n) onden € IN. Se provarmos

(@) que A(b) é verdadeira no qual b € IN e;

(b) que A(n) é verdadeira assumindo que A(k) é verdadeiraparab <k <n

entdo teremos provado A(n) para todo n € IN, n > b. Colocando esta afirmagdo em notagdo légica, temos

A(b) AV((Vk (b < k A k < i—sA(K))—Vn(b < n—s A1)

11



De fato, os dois tipos de indugado sdo equivalentes.
Teorema 2.4. O teorema da indugdo finita fraca implica o teorema da indugdo finita forte e vice-versa.

Proposicao 2.4. Vocé tem uma quantidade ilimitada de selos de 3 e 5 centavos. Prove que, com estes
selos, vocé pode selar qualquer correspondéncia com o valor exato, desde que este valor seja maior do que
8 centavos.

Demonstragido. Em outras palavras, todo nimeron > 8, n € IN, é tal que n = 3a + 5b,a,b € N.
Ocasobaseén =8=3+5.
A HI é “para 8 < k < n, existem a e b em N tal que k = 3a + 5b”.

Faremos a prova de que 1 pode ser expresso como 3a’ + 50’ por partes:

e =9 Nestecaso,n=3.3+5.0
e 1 =10. Nestecaso,n=3.0+5.2

e n > 10. Neste caso, n —3 = 3a + 5b com a,b € IN, pela HI, pois 8 < n —3 < n. Entdo
n=3@a+1)+5b,coma+1,beN.

Logo a proposigdo esta provada. O

Antes de mostrar o préximo exemplo, o leitor é convidado a ler o apéndice C sobre Grafos.

Proposi¢do 2.5. O niimero n de vértices de uma drvore bindria cheia (zero ou dois filhos) é impar.

Demonstragdo. O caso base é n = 1. Trivial.
Suponha que o nimero de vértices k de uma ABCh seja impar para 1 < k < n (HI).

Tome a arvore com n vértices, n > 1. Sejam C e D as suas sub-arvores. O ntimero de vértices
de C (ou D) é menor do que n. E cada sub-arvore tem um ntiimero impar de vértices pela HI.
O namero de vértices da arvore completa é 1 + dois nimeros impares. Portanto, um ndmero
impar. O

Note que ndo sabemos o namero de vértices de C ou D. Nao importa. O que interessa é que
este niimero é menor do que n. Neste caso obrigatoriamente temos que utilizar o principio da
indugao forte.

Proposig¢do 2.6. O niimero de folhas de uma droore bindria cheia com n vértices é 1.

Demonstragio. O caso base é n = 1. O ntimero de folhas é 1 = 1. Confere.

k+1

A HI é “para AB com k vértices, 1 < k < n, o nimero de folhas é ==

Considere uma AB com n vértices, n > 1, na qual a raiz é ligada a sub-arvores C e D (sempre
temos C e D pois n > 1 e a &rvore é cheia). O ntimero de folhas da 4rvore é o nimero de folhas

12



de C mais o nimero de folhas de D. Suponha que o niimero de vértices de C e D sejam k e m,

respectivamente. Entdo o nimero de folhas de cada sub-4rvore, aplicando a HI, é &1 e 21
Entdo o namero de folhas da AB é
k+1 +m+1 _(k+m+1)+1 n+1
2 2 2 S22
Observe quen =k +m + 1. m|

Novamente utilizamos o principio da inducdo forte. Nao sabemos o ntimero de vértices de
C ou D. Sabemos apenas que é menor do que 7.

E muito importante notar que s6 podemos utilizar a HI se o problema para niimeros < 7 sdo
da mesma natureza que o problema original. No caso acima, utilizamos a HI para as sub-arvores
C e D. Mas para isto C e D devem satisfazer a hipétese original; isto é, C e D devem ser arvores
bindrias cheias. Serd que sdo? Claramente sim. Se C, por exemplo, ndo fosse arvore bindria
cheia, ela teria um vértice com um tnico filho. Entdo a 4rvore original também teria um vértice
com um tnico filho e ndo seria cheia. Mas a hipé6tese da proposicdo é que a arvore é cheia.

Vejamos um exemplo, incompleto, que mostra que ndo podemos aplicar descuidadamente a
HI para nimeros menores do que n. Queremos provar uma proposicdo A(n) para um grafo ndo
dirigido conectado G, onde n é o ntimero de vértices. Um grafo é conectado se ha um caminho
entre dois vértices quaisquer. Entdo a HI exige que A(n) sé se aplique a grafos conectados.
Depois de provar o caso base, n = 1, retiramos um vértice v do grafo G, juntamente com as
arestas adjacentes a ele, e aplicamos a HI.

Mas isto estd errado. S6 se pode aplicar a HI a grafos conectados. E o grafo G sem v pode
ser desconectado. Entdo ndo podemos retirar um vértice qualquer. Tem que ser um vértice que,
removido, ndo desconecta o grafo. Possivelmente um vértice v que esta ligado a um tnico outro
vértice. Ou retiramos um v qualquer, mas aplicamos a HI a todos os sub-grafos resultantes
que sdo conectados. Para imaginar esta tltima situagdo, imagine trés grafos “trisngulo”! ndo
conectados entre si. Agora acrescente um vértice v e o ligue a um e apenas um vértice de
cada um dos tridngulos. O grafo resultante é G. Na proposicdo acima, se retirarmos v para
aplicar a HI, temos que aplicd-la a todos os trés tridngulos. Observe que, ao remover o vértice,
removemos também as arestas ligadas a ele.

Definic¢ao 2.1. O mesmo mecanismo de prova por indugdo pode ser aplicado a defini¢des
resultando em defini¢ao por inducado. Para definir um objeto indutivamente, especificamos

(a) um caso base que ndo utiliza a prépria defini¢do do objeto;

(b) um passo indutivo que mostra como construir o objeto baseado em instancias menores do
proprio objeto.

Este tipo de defini¢do é chamado defini¢do por indugéo.

'Um grafo com trés vértices, cada um ligado a dois outros.
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Exemplo 2.1. Uma sequéncia de Fibonacci é definida indutivamente como: f(1) = f(2) =1
(caso base) e f(n) = f(n—1) + f(n —2). O caso base é f(1) = f(2) = 1 e o passo indutivo é a
definicdo f(n) = f(n - 1)+ f(n —2).

Exemplo 2.2. Dado n € IN, n’ é o elemento sucessor de n. Baseado nesta operacdo, podemos
definir indutivamente a soma de dois naturais: n + 0 = n (caso base) e n + m’ = (n + m)’

Exemplo 2.3. Dado um conjunto X finito de elementos, define-se cadeia sobre ¥ indutivamente
da seguinte forma:

(a) €, a cadeia vazia, composta por zero elementos, é uma cadeia;

(b) se w é uma cadeia e s € L, entdo sw é uma cadeia.

A juncdo de dois ou mais simbolos (colocados lado a lado) é a operagdo de concatenagdo. Por
exemplo, se & = {0,1}, pode-se concatenar 0 e 1 formando-se 01. A concatenagdo de € com w
qualquer é w.

Entdo sdo cadeias sobre X = {0,1}: €,0,1,00,01,10,11,000,.... O conjunto de todas estas
cadeias é denotado por L*.

Exemplo 2.4. Em l6gica, as férmulas do cdlculo proposicional sdo definidas indutivamente
como

(@) uma variavel V;, i € N, é uma fé6rmula;

(b) —A e (A V B) sdo formulas se A e B sdo formulas;

Um certo objeto é definido se, partindo dos casos base (pode haver mais de um), pode-se
construi-lo em um ndmero finito de passos a partir dos passos da definicdo por inducado. Por
exemplo, (V3 V =V,) vV V, é uma férmula porque:

1. V3, V, e V3 sdo férmulas pelo caso base (a);

2. =V, é férmula porque V, é férmula e a negacdo de uma férmula é férmula (passo (b));
3. (V3 Vv =V,) é formula porque V3 e =V, sdo férmulas;
4

. como (V3 VvV =V),) e V, sdo férmulas, pelo passo da indugédo (b) entdo (V3 V =V,) vV V; é
férmula.

Exercicios

2.1. Prove por inducéo:
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(@) 2" <nlparan > 4;
b) 1+x)">1+nx;
(c) para todo k, existe ng tal que para n > ng, n* < 2";

(d)

jiﬁ_nm+1mm+1)
B 6

i=1

(e) x" — y" é divisivel por x — y para todos os niimeros naturais x, y, 1;

(f)

EZQf—D:1+3+5+.“+&n—D:n2
j=1

(g) paratodon € N, 9" -1 é divisivel por 8;
(h) seaj;1 =a;+ceS,=a,+a,+...+a, entdo

_ (@ +a)n

Sy >

(i) sejaS, =a+ag+ag®>+...+aq"!, g # 1. Entdo

_al@" - 1)

S == 3

(G) 9" —1 é divisivel por 8 para todo n € IN.

2.2. Prove por indugdo que o programa abaixo calcula o fatorial do seu argumento. E um
exercicio trivial, mas que ajuda a relacionar indugéo finita com algoritmos recursivos.

int fatorial(int n) {

if (n==20)
return 1;
else

return n*fatorial(n-1);

}

2.3. De quantos modos diferentes podemos colocar 7 + 1 bolas em 7 caixas?
2.4. Prove que o nimero de subconjuntos de um conjunto de n € IN elementos é 2".

2.5. Encontre uma férmula para a seguinte soma e prove por inducdo que ela esté correta.

1.2+2.3+...+n(n+1)
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2.6. Coloque o principio da indugdo finita forte em termos de conjuntos.

2.7. (Dificuldade média) Prove o Teorema 2.4.

2.8. Prove por indugdo que o numero de vértices de uma ABC de altura h é 2" — 1.
2.9. Prove por indugdo que o ntiimero de folhas de uma ABC de altura h é 21,
2.10. Prove por inducdo que uma arvore com 7 vértice tem n — 1 folhas.

2.11. Dé uma defini¢do indutiva de struct’s da linguagem C++.

2.12. Considere a seguinte definicdo indutiva de tipos:

(a) int e bool sdo tipos;

(b) se a;, 1 <i< nsdo tipos, entdo (a1 X ax X...a,) e (a1 X ap X ...a,—p) sdo tipos;

Assuma que parenteses possam ser removidos se nenhuma ambiguidade é introduzida. Baseado
nesta definigdo, responda:

(a) sdo int X int — inteint —(bool X bool — bool) tipos?

(b) faca todos os passos a partir do caso base da definicio de um tipo que corresponde a uma
fungdo que toma um inteiro e um valor booleano como parametros e retorna dois inteiros.
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Capitulo 3

Introducao a Teoria dos Numeros

A teoria dos nimeros estuda as propriedades dos niimeros inteiros, o conjunto Z = {... -
2,-1,0,1,2,...}. Neste curso estudaremos a divisibilidade, os niimeros primos, o maximo
divisor comum, o teorema fundamental da Aritmética e relagdes de congruéncia.

Usaremos IN para os nimeros naturais 0,1,2,... e N* para {1,2,3,...} (os naturais sem o
Z€ero).

Proposicao 3.1. Para cadan € IN e cada d € IN* existem e sdo tinicos os niimeros q,r € IN tal que
n=dq+r
com0<r<d.

Demonstragio. antes de fazer as provas, mostraremos o algoritmo para calcular g e r. Estudando-
0, a prova abaixo se torna mais facil de compreender.

// entrada: n e d

q=0;

while d(q + 1) <= n do
qa=4q+1;

r =n - dqg;

Se o0 lago ndo é executado nenhuma vez, temos g = 0 e d > n. Neste caso, r =ner <d. Se o lago
executa pelo menos uma vez, ao final da instrucdo q = q + 1 do while temos sempre dg < n.
Quando o lago termina, apdés uma instru¢do g = g + 1, d(g + 1) > n. Entdo

dq <n <d(@g+1)
dg—dq <n-dq <d@g+1)-dg
0 <r <d

Ha& duas provas a fazer: existéncia e unicidade. Primeiro provaremos a existéncia por
indugdo finita.
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O caso base é n = 0. Neste caso, use g = r = 0. Considere agora n > 0. Entdo pela HI existem
gertal quen =dgq+rcom0 < r <d. Encontraremos g’ e r’ para a divisdo de n + 1 por d.

Ser+1<d,bastatomarqg =ger’ =r+1poisn+1=dg+r+1=dg+(r+1).Ser+1=d,
n+l=dg+r+1=dg+d=d(g+1)+0

Tomamos g =g+1er =0.

Provaremos a unicidade. Suponha quen =dq+r=dg+7. Logod(q—q)=7r-re
l|(q -] = [ -7

Como0<r<de0<7<dtemos0<[r—r| <d Porldlg-7)|=[-re0<[-7 <4
deduzimos que 0 < |q—ﬁ| < 1e|q—§| =0. Logo g = g. Por |d||(q—§)| = |?—r|eq = g deduzimos
r=r.

O

Proposicao 3.2. Paracadan € Zecadad € Z,d # 0, existem e sdo tinicos os niimeros g € Zer € N
tal que
n=dq+r

com0<r<|d|.
Definic¢do 3.1. Dados n,m € Z, dizemos que m divide n se existe k € Z tal que n = km. Neste

caso usamos a notagdo m|n. Se m # 0, dizemos que n é divisivel por m. Neste caso, o resto da
divisdo de n por m é zero.

Exemplo 3.1. 0 = 1.0 Logo 0|0.
0 = On para todo n € Z. Logo n|0.
6=2-3e6=23-2. Logo 3|6 e 2/6.

Definic¢do 3.2. Um nimero n € Z é chamado de par se n = 2q para algum g € Z (o resto da
divisdo de n por 2 é 0). Um ntimero n € Z é impar se n = 2q + 1 para algum q € Z (o resto da
divisdo de n por 2 é 1).

Proposicao 3.3. Proposicoes sobre divisibilidade. Sdo apresentadas provas sumdrias dos itens (b) e (c).

(a) sen =km, m|n e k|n;
(b) se m|n e n|p, entdo ml|p. Temos n = km e p = k'n. Logo p = k'km e m|p.

(c) se m|nemlp, entdo m|(tn + up), para todo t,u € Z. Temosn =kmep = k'me tn = tkm, up = uk'm,
tn + up = tkm + uk’m = (tk + uk’ym. Portanto m|(tn + up).

Uma prova errada do item (b) seria: n = km, p = kn e entdo p = k(kn) = k’n. Isto esta errado
porque ndo se considerou p e n em toda a generalidade possivel. Nada obriga 1 e p terem o
mesmo quociente quando divididos por m. Entdo deve-se usar n = km e p = k'n no qual k pode
ser diferente de k’;
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Definicao 3.3. p € IN serd chamado de primo se p # 0, p # 1 e os tinicos nimeros naturais
divisores de p forem 1 e p.

Defini¢ao 3.4. Um namero n € IN serd chamado de composto se n # 0, n # 1 e n ndo for primo.

Proposicao 3.4. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo niimero m € IN maior ou igqual a 2 é o
produto de um ou mais primos e esta decomposigdo é tinica. Sendo p; o i-ésimo primo, m = p'ilpgz P

e ndo existe outra decomposigiio com primos e expoentes diferente desta.

Demonstragio. Faremos a prova da existéncia usando indugéo finita. O caso base é m = 2. Como
2 é primo, esta trivialmente provado.

Suponha m > 2. Aplicaremos a HI para todos os nameros entre 2 e m. Isto é, para todo ¢,
2 <t < m, temos t = p{'py...p}". Usando a HI, provaremos que n + 1 pode ser decomposto
como produto de primos. Se m + 1 é primo, a proposicao estd trivialmente provada. Se m + 1
ndo é primo, como ele é maior do que 2 e entdo é composto e pode ser escrito como m + 1 = ab.
Pela HI os ntimero a e b podem ser escritos como um produto de um ou mais primos. Entdo
m + 1 também pode ser escrito da mesma forma.

Explicaremos formalmente este ponto. Assumiremos, sem perda de generalidade, queaeb
sdo decompostos como

e I h he hey hg
a=plpy...pfeb=pipr..p/pl .S

com f < g. Entédo

— ot et erthy Itpa hg
m+1=p/'""'p, o Pp Pra Py

Isto é, m + 1 pode ser decomposto como um produtos de primos também. Por exemplo, se
m+1=63000=2%-3-5.7 entdom +1=420-150 = (2*-3'-5'.7)-(2-3-5%)

A prova da unicidade desta decomposigdo néo seré feita neste curso.

O

Exemplo 3.2.

6 = 2-3

9 = 3

42 = 2-3.7

126 = 2-32.7

54 = 2.3

63000 = 23.32.5%.7

300 = 22.3-5°

210 = 2-3-5-7

Na pégina http://www.wolframalpha.com e digite um nimero na caixa de entrada. Serd
mostrado, entre outras coisas, os fatores primos do nimero. Experimente!
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- . k .. -
Dada uma fatoragdo de m em fatores primos, m = pllpg2 ...pY", os divisores de m sdo todos os

numeros formados tomando-se cada expoente de p; entre 0 e k; e fazendo o produto entre eles.
Por exemplo, encontraremos os divisores de m = 223°5. Os divisores s&o

203050’ 203051’ 203150’ 203151’ 203250’ 203251’ 203350’ 203351’ 213050’
213051 213150, 213151 213250, 213251 213350, 213351 223050

Proposicdo 3.5. (Euclides) O niimero de primos é infinito.

Demonstragio. Provaremos por contradi¢cdo. Suponha que o ntimero de primos seja finito; isto
é, exista um conjunto finito P = {py, p2, p3,...ps} com todos os primos. Naturalmente, p; = 2,
p2 = 3, etc. Considere agora o namero

Mm=pi-pa-pP3-...pn+1

Se m é primo, ele é maior do que qualquer primo p; € P. Contradigdo, pois encontramos um
primo que ndo pertence a P. Se m ndo é primo, existe um nimero primo g que divide m; isto
é, m = gk. Se g for algum p;, teremos que glp; - p» - p3 - ...pu. Como glm, gl(p1 - p2-p3-...pn +1),
chegamos a conclusdo de que g|1. Absurdo, pois g é primo e portanto maior do que 2.! De
qualquer forma chegamos a uma contradi¢do. Portanto o niimero de primos ndo pode ser
finito. m|

Definic¢do 3.5. O maximo divisor comum (greatest common divisor), mdc, de dois inteiros n e m
é o maior natural que divide ambos n e m. Definimos mdc(0,0) = 0.

Exemplo 3.3.
mdc(24,10) = mdc(2®-3,2-5)=2
mde(126,54) = mdc(2-32-7,2-3%) =232 = 18
mde(33,15) = mdc(3-11,3-5) = 3

Dado n € Z, seja S, o conjunto de todos os divisores positivos de n. Usando méx S para o
maximo elemento do conjunto S, temos que, se n # 0 oum # 0,

mdc(n, m) = max S, N S,
Por exemplo,
mdc(24,10) = max Syy N S0 = méx {1,2,3,6,8,12,24} N {1,2,5,10} = max {1,2} =2

Foi necessario colocar a condicdo que um dos nimeros n ou m fosse diferente de 0 porque
So = IN. Entdo se esta defini¢do fosse empregada para mdc(0, 0), terifamos mdc(0,0) = So N Sy =
IN N IN = N e entdo a funcdo max ndo poderia ser aplicada.

Proposicdo 3.6. Mostramos a sequir algumas propriedades da fungio mdc. Assumiremos que n # 0 ou
m # 0.

1Sabemos que nédo é 2 porque o maior primo nao é 2.
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(a) sed = mdc(n, m), entdo d|n e d|m (pela definigdo);

(b) sed = mdc(n,m),d < |n|ed < |m| pois todos os divisores de um niimero positivo sdo menores do que
ele;

(c) mdc(n, m) = mdc(m,n) pois mdc(n, m) = mdx S, N S,, = mdx S,, N S, = mdc(m, n);

(d) mdc(n,0) = |n|. Sen =0, mdc(0,0) =0 = |0]. Sen # 0, todos os divisores de n sdo menores ou
iguais a |n|. Portanto o maior deles é |n|. E qualquer niimero é divisor de 0:

mdc(n,0) = mdx Sy NS, =mixINNS, = mix S, = mix {1,...|n|} = |n|

(e) mdc(n,m) = mdc(|n|,|m|) pois se d|n e d|m, entdo d||n| e d||m|. Logo S, = Sy, e mdc(n,m) =
Su N Sy = Sy N Sy = mdc(|n|, |ml).

Proposicao 3.7. Dados n,m € Z com m # 0, seja r o resto da divisdo de n por m. Entido mdc(n, m) =
mdc(m, r).

Demonstragio. Provaremos que todo divisor de n e m é também um divisor de m e r. Sendo
Sum = Su N Sy, provaremos que Sy, = Sy

Sejab € S, ,,. Entdo bln e bjm. Temos que n = gm +r, r =n — gm. Logo blr e S,,,, C Sy, pOis
todo elemento b de S,,,, pertence também a S,,, .

Sejab € S,,,. Entdo bjm e blr. Como n = gm +r, bjn também. Logo b € S,,, € Sy, C Sy, . Como
Sum C Spyr € Suyr C Sy, temos Sy, , = Sy .

O

Proposicao 3.8. Dada a sequéncia de inteiros ro, 11,12, .. .1k, Tee1 Ha qual ro = n, 11 = m (comn > m),
n # 0 eriq €0 resto da divisdo de r; por ri_1, entdo

1. existe um k tal que ri # 0 e 11 = 0 e portanto temos uma sequéncia ro > r1 > 1, > .. > 1 >
1 =0

2. mdc(n,m) = ry;

Demonstracdo. Fato: ro > 11 > 1y > ... > 1% > I

Prova do fato: provaremos por indugdo, suscintamente. r; > r, pois 1, é o resto da divisdo de r
por r1. Assumindo, pela HI, que r,_; > r;, como r;,1 é o resto da divisdo de r;_; por r;, temos que
0 < ri41 <rjeportanto 7; > 7iyq.

Fato: existe um k tal que 1 = 0. O conjunto composto pelos ;s é finito e portanto tem um
menor elemento?®. Se este elemento for r; # 0, sempre podemos calcular 7;,; como o resto da
divisdo de r;_; por r; e portanto 7; ndo seria o menor elemento.

2Por um teorema nao apresentado neste texto, o Principio da Boa Ordenacdo dos ntimeros naturais: todo
conjunto ndo vazio de naturais possui um menor elemento.
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Provaremos agora que mdc(n,m) = rr. Note que, para i > 1, mdc(r;, 7i+1) = mdc(ris, 7it2)
pela Proposicdo 3.7 e mdc(ry, 0) = r« pela Proposicdo 3.6. Entao

mdc(n, m) = mdc(rg, 1) = mdc(ry, 72) = ... mdc(rk, rer1) = mdc(ry, 0) = 7,

O

O algoritmo abaixo mostra como calcular o mdc de dois niimeros. O algoritmo funciona
mesmo quea =b =0.

int mdc(int n, int m) {
if (n>m) {

a = n;
b = m;

3

else {
a = m;
b = n;

3

while (b 1= 0 ) {
aux = b;
b =a - b*(a/b); // resto da divisao de a por b
a = aux;

3

return a;

}

Defini¢ao 3.6. Dois inteiros n e m sdo chamados de primos entre si se eles ndo tém divisor em
comum além de 1; isto é, mdc(n, m) = 1.

Defini¢ao 3.7. O minimo multiplo comum (least common multiple) de dois ntimeros n e m tal
que n* + m* # 0, denotado por mmc(n, m), é o menor inteiro diferente de 0 que é divisivel por
ambos 1 e m.

Exemplo 3.4. mmc(6,12) = 12, pois 6 divide 12 mmc(12,7) = 12 -7 = 84, pois 12 e 7 ndo tem
fatores em comum mmc(10, 14) = 70 (confira!)

O mdc e o mmc de dois ntiimeros pode ser calculado utilizando o Teorema Fundamental da
Aritmética. Sejam n e m inteiros com a seguinte decomposi¢do em fatores primos:

n = pilp;2...p%k+...p;”
— pbhib2 k
m = p/'py..-p,
Assuminos, sem perda de generalidade, que / > k. Omdcdenemé

min{a;,b;}. MiN{ay,b, minia, by

i }p2 } <Py
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ommcdenemé )
maX{ak,bk

MaXia; b1}, MAX{ar by} | a
P> P Pea ==+ P

P1

Nado seré feita a prova destas duas afirmacdes.

Conexdo Computacional

Usando-se o operador % de Java/C/C++ pode-se obter o resto da divisdo de dois niimeros
inteiros: n%m retorna o resto da divisdo de n por m. A divisdo n/m retorna o quociente de n por
m, um inteiro.

Exercicios

3.1. Encontre o mmc e o mdc dos seguintes conjuntos de ntimeros.

(a) 100,24

(b) 14,7,24

(c) 77,28,56,42
(d) 17,29,43,71
(e) 35,25,12

3.2. Encontre a sequéncia o, 1, 15, . . . descrita na Proposic¢do 3.8 considerando r, r; como

(a) 35,24
(b) 14,130

3.3. E possivel que n|mt mas n ndo divide m e n ndo divide t? Se sim, represente o exemplo que
vocé encontrou com fatores primos e explique o que aconteceu.

3.4. Prove: todo nimero natural n composto tem um fator primo p tal que p < Vn.

3.5. Prove novamente que o nimero de primos é infinito explicando cada passo do seu
raciocinio.

3.6. Paran,m € N, n> + m> # 0, mmc(n, m) - mdc(n, m) = n - m.

3.7. Mostre que se dois ntimeros inteiros n e m sdo tais que n = 6k; + 5 e m = 6k, + 5, entdo nm
pode ser escrito como 6k + 1 para algum k inteiro.
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3.8. Se m|n, m|(n + m) e mn*? Se m|n; para 1 < i <k, entdo

ml n;

k
i=1
?

3.9. 100! possui quantos zeros?

3.10. Substitua os caracteres # da seguinte expressdo por n ou m de tal forma que ela seja
verdadeira em Java (é uma expressdo booleana). Assuma que n e m sejam inteiros.
# == (n/m)*# + (n%#)
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Capitulo 4

Algebra Booleana

A bibliografia indicada para este capitulo é Garnier [4].

Considere um conjunto B de elementos com

¢ pelo menos dois elementos distintos que chamaremos de O e 1;

e duas operagdes bindrias + e ., chamas de soma e produto;

e uma operacdo undria chamada de complemento: b é o complemento de b;

Dizemos que B, junto com as suas operacdes, ¢ uma Algebra Booleana se os seguintes
axiomas sas satisfeitos, onde 4, b e c sdo quaisquer elementos de B.

B, existéncia de identidades para + e .

(@ a+0 = 0+a = a
(b) a.1 = 1.a = a

B, associatividade de + e .

(@ @+b)+c = a+(@b+o)
(b) (@.b).c = a.(b-.c)
B; comutatividade de + e.
(@ a+b = b+a

(b) a.b = b.a
B, distributividade de + sobre . e vice-versa

@ a+(®.c
(b) a.(b+c¢)

(@+b).(a+c)
(@.b)+(a+c)
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Bs

Uma élgebra booleana com conjunto B, operagdes bindrias + e ., operagdo undria — e simbolos
O el é denotada por (B, +,.,—,0,1).

Seja I'4p 0 conjunto de todas as férmulas acima. Uma estrutura A = (B, +,.,—,0,1). é uma
algebra boolean se esta estrutura é modelo para I'43. Isto é,

WE yp

Entdo podemos encarar as férmulas de I'4p de duas formas diferentes e equivalentes: a) elas
sdo os axiomas da algebra booleana e b) uma estrutura é uma algebra booleana se é modelo
para I'4p.

Alguns autores usam outros simbolos para +, . e -
1 & %, -
2. V,Ae

3. +, Xe—

Usaremos +, . e —, mas lembre-se de que estes simbolos ndo tém o mesmo significado que na
Aritmética. E 0 e 1 ndo sdo os ntiimeros naturais 0 e 1. Sdo apenas dois simbolos distintos.

Exemplos de Algebras Booleanas

Exemplo 4.1. O célculo proposicional com as operag¢des V, A = foram uma 4lgebra booleana.
Vejamos:

e B={0,1},onde 0 e 1 sdo associados a F e V, respectivamente;

e +,.e-sdoassociadosa V, A e -, respectivamente

As tabelas para estas operagdes ficam assim:

albla+bla.bla
111 1 1 1|0
110 1 0 |0
01 1 0 |1
00 O 0 |1

Para esta estrutura ser uma Algebra Booleana, ela tem que ser modelo para as férmulas
de I'yp; isto é, as férmulas deste conjunto tém que ser verdadeiras na estruturas. Confirmares
apenas algumas férmulas, deixando as restantes como exercicio.
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e a+0 = a. Pela tabela das operag¢des dada acima, qualquer que seja o valor de 4, o resultado
dea+0é sempre a. Vejamos: a pode assumir apenas dois valores, 0 e 1. Entdo, pela tabela,
0+0=0,1+0=1epodemos concluir quea + 0 =g;

e 1+b = b+a. Temos que conferir se esta férmula é vélida para todas as quatro combinagdes
de valores para a e b. Isto é verdade quando a e b sdo ambos 0 ou ambos 1 e quando sdo
diferentes, pois1+0=0+1=1.

Esta Algebra Booleana é uma estrutura ({0, 1}, V, A,—,0,1).

Exemplo 4.2. Seja S # 0 um conjunto e P(S) o conjunto dos subconjuntos de S (power set). Por
exemplo, se S = {0, 1},
P(S) = {0,{0}, {1}, {0, 1}}

Seja A € P(S). Entdo A=S-A. Entdo (P(S),U,N,-,0,5) é uma Algebra Booleana.

Exercicios

4.1. Prove os itens abaixo. Considere que a e b sdo elementos de uma Algebra Booleana.

@a=a

b) a+1=1

() a.0=0

d (@+b).a=a

4.2. Explique porque, em um mapa da Karnaugh, duas células adjacentes com niimero 1 trazem
uma simplificagdo na férmula final.

4.3. Simplifique os seguintes mapas de Karnaugh.

(a)

X X
yl1 1
y[0 0
(b) o
Xy Xy Xy xy
z[1 0 1 0
z|1 0 0 1
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(c)
Xy Xy Xy Xy

zt 1 1 0

zt

1

0O 0 1 1
zt| 0O 0 0 O
zt/1 1 0 O
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Capitulo 5

Teoria dos Conjuntos

5.1 Introducao

H4 dois tipos de teoria dos conjuntos: a teoria ingénua e a teoria axiomdtica. Neste livro,
veremos a teoria ingénua (naive set theory) dos conjuntos, que admite alguns paradoxos como
o paradoxo de Russel (veja abaixo). E apresentaremos a teoria axiomética, que ndo admite
nenhum paradoxo.

2

O que é um conjunto? Na teoria ingénua dos conjuntos, um conjunto é uma colecdo
de elementos sem repeticdo. Esta colecdo pode ser descrita enumerando-se os elementos ou
fornecendo uma férmula que todos os elementos devem obedecer. Por exemplo, os conjuntos

(@) {1,5,12,334345} e { Rollys-Royce, 23, azul, ‘a’, &, "4} sdo descritos pela enumeracdo de
elementos;

(b) {x:xeNexépar}e{x:xeRex?—x <0} sdo descritos por uma férmula.

Freqiientemente utilizaremos uma Linguagem da Légica de Primeira Ordem (LLPO)para
descrever propriedades de conjuntos. A linguagem utilizada contém um tnico simbolo de
constante, () e um tnico simbolo de predicado bindrio, €. Na descri¢do de conjuntos, outros
simbolos sdo utilizados, como C,C, N, e U, mas estes podem ser definidos em termos de 0 e €.

Definic¢do 5.1. Se um elemento x pertence a um certo conjunto A, dizemos x € A. Se x ndo
pertence a A, usamos x ¢ A.

Definicao 5.2. Usamos A C B para A estd contido em B; isto €, todos os elementos de A estdo
também em B. A é chamado de subconjunto de B.

Na LLPO, A C B «— Vx (x € A—x € B). Note que A C A para qualquer A.

Um simbolo em um conjunto pode significar duas coisas: o conjunto tem como elemento a)
o simbolo ou b) o que significa o simbolo. Por exemplo, considere os conjuntos
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A=1{0,1}
B=1{A,2,3}

O conjunto B tem como elemento a letra A ou o conjunto {0, 1} ? Usualmente o elemento é
o que o simbolo significa. Entdo B = {{0,1},2,3} e {0,1} € B. Se a letra A fosse o elemento de B,
poderiamos afirmar que {0,1} ¢ B.

Exemplo 5.1. O paradoxo de Russel é o seguinte: suponha que exista um conjunto
C={x:x¢x}

Pergunta-se: C € C? A resposta sim ou ndo resulta em uma contradigdo.! Entéo esta afirmacdo,
C € Cnao pode ser verdadeira ou falsa.

Definigao 5.3. Um subconjunto A de B tal que A # B é chamado de subconjunto préprio de B.

Definigao 5.4. Dois conjuntos A e B sdo iguais se eles tém os mesmos elementos. Usamos a
notacdo A = B.

Na LLPO A =B «— (Vx (x € A«—x € B)).

Para provar que dois conjuntos A e B sdo iguais, provamos A C Be B C A.

Defini¢ao 5.5. Um conjunto que ndo contém elementos é chamado de conjunto vazio e indicado
por (. Entdo para todo x, x ¢ 0. O simbolo 0 foi inspirado em uma letra do alfabeto Noruegués
e Dinamarqués.

Proposicdo 5.1. Propriedades do conjunto vazio.

(a) Para todo conjunto A, 0 C A. Prova: se ) C A, entdo x € Q implica em x € A. Mas x € () é sempre
falso. Temos uma implicagdo 16gica do tipo F—X, onde X pode ser V ou F (depende se x € A ou
ndo). Mas uma implicagdo do tipo F— X é sempre verdadeira pela tabela verdade da implicagio,
_)/-

(b) O iinico subconconjunto do conjunto vazio é o préprio conjunto vazio. Vejamos: A C () implica em
para todo x € A, x € 0. Se A # 0, teriamos x € 0, absurdo. Entdo nio existe x tal que x € A e
A=0.

2z

Definicdo 5.6. O conjunto das partes (power set) do conjunto A, denotado por P(A) ou 24, é
composto por todos os subconjuntos de A. Entdo

24 = (x:x C A}

Ou seja, x € P(A) sse x C A. Em notagdo logica, x € P(A)«—x C A.

IPense!
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Exemplo 5.2. Se A ={0,1,2}, B = {1} e C = {{1}}, entao

P(B) = {0, {1
2€ = {0, {{1}})
20 =19

O tnico subconjunto de @ é o préprio 0. Entdo x € 2° sse x = 0.

Defini¢do 5.7. H4 algumas importantes operagdes entre conjuntos. Utilizaremos U para o
conjunto contendo todos os elementos possiveis, o conjunto universo.

(a) unido. A unido de A com B, denotado por AU B, é definido como {x : x € A ou x € B}. Como
AU(BUC) = (AUB)UC (veja os exercicios), os parénteses sdo desnecessérios e podemos
escrever simplesmente AU B U C;

(b) intersecdo. A intersecdo de A com B, denotado por AN B, é definido como {x: x € A e x € B}.
Como AN (BNC)=(ANB)NC, podemos escrever ANBNC;

(c) diferenca. A diferenca entre Ae B, A— B, éoconjunto {x:x € Aex ¢ B};

(d) complemento em relacdo a U. O complemento do conjunto A, denotado por A€, é definido
como U — A;

(e) unido dos elementos de um conjunto, denotado por | J S, é definido como
US ={x:x € Aparaalgum A € S}

Esta unido é um conjunto que contém como elementos os elementos dos conjuntos de S.

(f) diferenga simétrica entre conjuntos A e B, denotado por 4, é definido como AAB = (A-B)U
(B—A)

Exemplo 5.3. Considere A = {0,2,4,6}, B =1{1,3,5},, U =IN,C =1{0,1,3}, R = {{0,1},{3},{5,7}} e
S ={0,{1,5},{{0}, 11}, 0}. Entao:

e AUB=1{0,1,2,3,4,5,6)
e ANC=1{0},BNC=11,3)
e A—B=0,A-C=1{2,4,6},C-A=1{1,3,R-A=R

AAB =1{0,1,2,3,4,5,6}, AAC ={1,2,3,4,6}
e complemento em relacdoa U, A° ={1,3,5,7,8,9,10,.. .}
UR = {011/3/5/7}1 UA = UB = @

Ou seja, |J R contém os elementos dos conjuntos {0, 1}, {3}, {5, 7} que pertencem a R;
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e US=1{15{0},11}e UUS) = {0}

Provaremos alguns fatos bdsicos sobre conjuntos.

@ (AUB)UC=AU(BUQOQ).
Temos que provar AUB)UCCAUBUC)eAU(BUC) C(AUB)UC. Entao

x€e(AUB)UC sse x€(AUB)ouxeC
sse (xeAouxeB)ouxeC
sse xe€eAou(xeBouxe()
sse x€e AUBUCQC)

(b) AUBNC)=(AUB)N(AUCQC)
Temos que provar AU(BNC)C(AUB)N(AUC)e(AUB)N(AUC)c AU (BNC).

xeAUBNC) sse xeAouxeBnNnC
sse x€Aou(xeBexec()
sse (x€eAouxeB)e(xe€eAouxe(C)
sse (x€eAUB)e(xe AUC)
sse x€e(AUB)N(AUC)

Note que utilizamos alguns fatos do légica para provar os fatos acima. Mais especificamente,
utilizamos a associatividade do “ou” e a distributividade do “ou” sobre o “e”. A saber,
AV(BVC=AVB)VC

AVBAC)=AVB)AAVO)

Usamos = para “logicamente equivalente”.

Alguns conjuntos de ntimeros sdo largamente utilizados na Matemaética:
IN =1{0,1,2,3,...}, o conjuntos dos ntimeros naturais.
Z=H{...,-2,-1,0,1,2,3,.. .}, o conjunto dos nameros inteiros.

Q={;:abeZb+ 0}, o conjunto dos nimeros racionais, que podem ser expressos como a
divisdo de dois inteiros.

R, o conjunto dos ntimeros reais, R" = {x : x e Rex >0}, R™" = {x: x € Re x < 0}
C, o conjunto dos niimeros complexos.

Noteque NCcZ cQcRcC.
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Figura 5.1: Particdo de um conjunto A

Usamos (4, b) para o intervalo aberto dos nimeros reais entre a e b:
(@b)={xeR:a<x<b}

E [a, b] para o conjunto
[2,b] ={xeR:a < x< b}

Os conjuntos [a, b), (a,b] sdo definidos similarmente. Assume-se em todos 0s casos, exceto em
[a,b], quea # b. E [a,a] = {a}.

Entdo R* = [0, 0) e R™ = (-0, 0].

Definicdo 5.8. Seja A # () um conjunto. Uma parti¢do de A é um conjunto P contendo subcon-
juntos de A tal que |J P = A e a interse¢do de dois destes subconjuntos é vazia. Ou seja,
para quaisquer X,Ye P, XCA, YCA XNY=0e P =A.

Exemplo 5.4. O conjunto A = {0, 1, 2,3, 4} pode ser particionado em conjuntos {0,1} e {2,3,4}. A
particdo P neste caso é {{0, 1}, {2, 3, 4}}.

Exemplo 5.5. O conjunto P = {(—o,2],(2,5),[5, )} é uma particdo de R. E ndo é uma parti¢do
de N, pois | P # IN.

Exemplo 5.6. A Figura 5.1 mostra uma representagao gréfica de uma particdo de um conjunto A.
Neste caso, P = {A1, Ay, A3, Ay, As, Ag, A7}. Qualquer elemento de A pertence a um dos conjuntos

A E 7
A={]a

i=1

Exemplo 5.7. O conjunto IN pode ser particionado no conjunto dos pares e impares.

N =1{{0,2,4,...},{1,3,5,...}}
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Exemplo 5.8. O conjunto
rP=1z,...,(-2,-1),(-1,0),(0,1),(1,2),..} ={Z} U {(@,a+ 1) : a € N}

é uma parti¢do de R. Note que | JP =ReseA,BeP,A# B,entio ANB =0.

Exercicios

5.1. Diga se os seguintes fatos sao verdadeiros ou ndo. Justifique a sua afirmagao.

(@) 2 {0,1,2}

(b) {0,2} € {0,1,2)

(©) {0} € 20022

(d) {0,0} € 21012

(e) 24 c 2%

(f) P=1{{0,1}, {x: x € Nex > 1}} é uma particio de N
(g) U{O,N,t} =IN

(h) U2+ =10,1,2)

() U2N=N

5.2. Diga se os seguintes fatos sdo verdadeiros ou ndo. Justifique a sua afirmacéo.

(@ 0ef)

(b) dcO

(c) 0 < {0}

(d) 0 c {0}

(e) {0} {0, {0}}
f) 0 e2°

5.3. Prove os seguintes fatos sobre conjuntos. Em cada um deles, deixe explicito as regras da
l6gica que vocé utilizou.

(@) AcCcA
(b) sseAcBeBcC,entaioAcCC
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() AUA=AeANA=A
(d) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(e) (A) =A

(f) (AUB) = A°N B

(g) (ANBY = A°UB"

(h) se ACB,AUB=BeANB=A
i) (A-B)U(B-A)CAUB

5.4. Calcule P(A) para os seguintes conjuntos:

@ A=1{0,1,23}
(b) A=0
(c) A=1{0}

5.5. Cite trés elementos do conjunto das partes de:

(@ N
(b) R
(c) {(a,b) : a,b € N}, o conjunto de todos os intervalos abertos.

5.6. Prove os seguintes fatos sobre o conjunto vazio:

(@) 2° = {0}

(b) 0 C A, paratodo conjunto A. Explique detalhadamente as regras da l6gica que vocé utilizou.
() AUD=A

(d ANO=0

5.7. Paradoxo de Russel: considere C = {x : x ¢ x}. Pergunta-se: C € C? EC ¢ C?

5.8. Encontre duas parti¢des quaisquer para o conjunto {0,1,2,3,4,5, 6}.

5.9. Encontre uma parti¢do para o conjunto R* com pelo menos trés conjuntos.

5.10. Encontre uma parti¢do para o conjunto R com infinitos conjuntos. Repita para Q e IN.
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5.2 Diagramas de Venn

Um diagrama de Venn é uma representacdo grafica de conjuntos e de relacdes entre eles. Um
retangulo representa o conjunto universo, o conjunto que contém todos os possiveis elementos.?
Conjuntos sdo representados por circulos ou retdngulos dentro do universo. Se dois conjuntos
A e B tém elementos em comum, os circulos que os representam se interceptam. Quando um
diagrama de Venn é utilizado para representar uma operagdo entre conjuntos, como A U B, o
resultado da operacdo é mostrado achurrado no diagrama.

Exercicios

5.11. Represente os seguintes conjuntos usando diagramas de Venn.

(@ ANn(BUQ)

(b) AcB,BcC

(© AnBnC

(d) A°NB

(e) (ANB)UC

f) (AUB)°

(g) A°NB*

(h) (A—B)U(B-A)

5.3 Relacoes

Relagdes permitem agrupar elementos de um ou mais conjuntos em um outro conjunto. Por
exemplo, dado um conjunto de pessoas e um conjunto de idades destas pessoas, podemos
construir uma relagdo nomexidade que relaciona a pessoa a sua idade. Um elemento desta
relacdo poderia ser (Jodo, 28) ou (Maria, 18) — iremos representar elementos de rela¢des usando
(e ). Como um outro exemplo, dados os conjuntos de a) fabricantes de automéveis, b) nomes
de automéveis, c) pregos e d) poténcia do motor, podemos construir uma relagdo que relaciona
todos estes itens. Dois elementos desta relacdo poderiam ser

(Honda, Fit, 46000, 76)

(Fiat, Pélio, 32000, 72)

Antes de definir relagées, precisamos de algumas definicdes.

2Este é o tnico lugar onde utilizaremos o conjunto Universo. Este conjunto d4 origem a um paradoxo.
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Definic¢do 5.9. Um par ordenado é uma lista ordenada de dois elementos que é representado
da forma (a,b). A ordem dos elementos é importante: (a,b) # (b,a) e (a,b) = (c, d) se e somente
sea=ceb=d.

Exemplo 5.9. Utilizando o conjunto IN, temos os pares ordenados (1, 2), (7, 3) e (1024, 10).

Defini¢ao 5.10. Uma n-tupla é uma lista ordenada (a3, 4y, ...4,) de elementos. A ordem dos
elementos é importante. E

(Ell,ﬁlg,. . .an) = (b],bg,. . bn)

se e somente se a4; = b; paral < 1< n.

Defini¢ao 5.11. Um par ordenado pode ser representado utilizando conjuntos: (g, b) =4 {4, {a, b}}.
E uma n-tupla (21,4, .. .a,) é definida como ((a1,4ay, . . .a,-1),a,) paran > 3.

O produto cartesiano entre dois conjuntos A e B, denotado por A X B, é o conjunto de todos
os pares ordenados onde o primeiro elemento pertence a A e 0 segundo a B. Ou seja

AXB={ab):acAebeB}

No caso geral, o produto cartesiano dos conjuntos A;, A, ..., A, é definido como

A1 XAy X ... XA, ={(my,a2,...a,) 1 0; € Ay paral < i < n}

A;xAyX...xA, podeser denotado por [];_; A;. No caso geral, o indice pode ser um conjunto
qualquer:
[
i€l
Exemplo 5.10. Alguns exemplos de produto cartesiano.
1. se A=1{0,2,4} e B = {1, 3}, entdo

AXxB=1{(0,1),(0,3),(2,1),(2,3),(4,1),(4,3)}

2. N2 ={(a,b):a,beN}
3. IR? é o conjuntos dos pares de ntimeros reais, o plano cartesiano.
4. o produto cartesiano ) X A é o conjunto vazio.

Definigao 5.12. Qualquer subconjunto de A X B é chamado de relagdo entre A e B. No caso
geral, qualquer subconjunto de A; X A, X ... X A, é uma relagdo n-dria entre os conjuntos A;.

Note que na defini¢do acima, n pode ser 1. Entdo qualquer subconjunto B de um conjunto A
é uma relagdo undaria em A.

Exemplo 5.11. Sdo exemplos de relagdes:
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Figura 5.2: Exemplo de um grafo que corresponde a uma relagdo

1. oconjunto de todos os pares de niimeros inteiros onde o primeiro é divisivel pelo segundo,
{(0,1),(0,2),...,(2,1),(2,2),...(3,1),(3,3),.. .}
Esta é uma relagdo em IN?. Ou em R?, se preferir;

2. se A=1{0,2,4}e B={1,3},entao R ={(0,3),(4,1)} e S ={(2,1),(4,1),(2,3)} sdo relacdes em
AeB;

3. o conjunto dos pontos (x, y) em R? tal que x* + y* = 1;
4. o conjunto dos pares (a,b) tal que a,b € N e a divide b;
5. o conjunto dos pares (a,b) em R tal que a é menor do que b.
Defini¢ao 5.13. Usamos a notagdo a R b sempre que R é uma relagdo bindria e (a,b) € R.

Exemplo 5.12. A relagdo < sobre R é normalmente utilizada na formaa < bendo como (a,b) € <.
Contudo, pode-se usar esta tltima forma.

Definic¢do 5.14. Seja R C A X B. Entdo

(@ Dom(R) ={a € A:3be BeaRb}. O conjunto Dom(R) é o dominio (domain) de R;
(b) Im(R) = {b € B:da€ AeaRb}. O conjunto Im(R) é aimagem (image) de R.

Definicao 5.15. Se R C A X B, arelacdo inversa R™! é definida como
— ={(b,a):(a,b) R
Claramente, Dom(R) = Im(R™'), Im(R) = Dom(R™1).

Exemplo 5.13. se A = {0,2,4}, B={1,3} e R = {(0,3), (4,1)}, entdao R™! = {(3,0), (1, 3)}.
Se V é um conjunto finito, uma relagdo bindria E C V X V pode ser representada por um
grafo dirigido G e vice-versa. H4 um vértice x no grafo para cada elemento x € V. H4 uma seta

de x para y se e somente se x E y. Se x E y implicar y E x, entdo as setas sdo substituidas por
linhas entre os vértices.

Exemplo 5.14. Se V = {0,1,2,3,4,5} e E = {(0,4),(0,5),(1,0),(2,1),(2,3),(3,0), (4,3)}, o grafo que
representa esta relacdo estd na Figura 5.2.
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Figura 5.4: Representacdo de uma relagdo graficamente

Exemplo 5.15. A Figura 5.3 representa o grafo ndo dirigido G = (V,E)noqual V ={0,1,2,3,4} e
E=1{(0,1),(1,0),(0,3),(3,0),(0,4),(4,0),(2,1),(1,2),(2,3),3,2),(3,4), (4 3))
Uma relagdo binaria R C A X B é usualmente representada por duas elipses, uma para A

e outra para B, por pontos em A e B para os elementos destes conjuntos e setas ligando um
elementoa € A a b € B sempre que (a,b) pertence a relagdo.

Exemplo 5.16. A Figura 5.4 representa graficamente a seguinte relagdo sobre {0, 1, 2, 3}:
R =1(0,1),(1,0),(2,2),(3,3),3, D}
Uma relagdo bindria R C A X B pode ser representada por uma matriz M com |A| linhas e |B|
colunas, no qual |A| é o nimero de elementos do conjunto A. Cada linha da matriz M representa

um elemento de A e cada coluna, um elemento de B. Se a € A é o elemento correspondente a
linha i e b € B o elemento correspondente a linha j, entdo

M. = 1 se (a,b) € R
771 0 caso contrario

Exemplo 5.17. Se A = {0,2,4}, B ={1,3,5,7} e R = {(0,3),(2,1),(2,5),(4,1),(4,7)}, a matriz que
representa é
0100
[ 1 010 ]
1001
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Figura 5.5: Representacdo da composicdo de duas relagoes

Defini¢ao 5.16. Se R ¢ AxBeS C BXC, entdo a relagdo composta RoS C A X C é definida como
RoS={(a,c): existebe Btal que (a,b) € Re (b,c) €S}

Exemplo 5.18. Dados os conjuntos A = {0,1,2,3}, B = {0,1,2}, e C = {a,b,c} e as relagdes

R c AXB,S c B xC definidas como

R =1{0,1),(1,0),(2,2),(3,1)
5 =1{(0,a),(0,b),(1,0)}

A relacdo composta Ro S = {(0,¢), (1,a), (1,b), (3,c)} pode ser claramente vista pela Figura 5.5. O
par (x, y) pertence a R o S se, partindo-se de x € A e seguindo-se as setas, é possivel chegar em
yeC.

Proposicdo 5.2. Apresentamos abaixo algumas propriedades de relagdes.

1. Ro(SoT)=(RoS)oT
2. RoS)t=6"1oR"!
3. Ro(SUT)=(RoS)U(RoT)

As provas destes fatos sdo deixadas como exercicios.

Exercicios

5.12. Represente a 3-tupla (2,5, 3) como um conjunto de acordo com a defini¢do de 3-tupla.

5.13. Prove os seguintes fatos sobre relagdes:
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(@) AXB =0seesomenteseA=0ouB=0.
(b) AX(BNC)=(AxB)N(AxQC)

(©) AX(BUC)=(AxXB)U(AxC)

(d) Bc CimplicaemAXBcAXC

(e) AXB#BxA

5.14. Sejam R C AxBe S C BxC. Todos os conjuntos sado finitos e as matrizes que representam
as relagdes sdo My e M. Prove que MrMs é a matriz que representa a relagdo composta R o S.

5.15. Prove os fatos da Proposigdo 5.2.
5.16. Prove que {g, {a,b}} = {c, {c,d}} se e somentesea =ce b =d.
5.17. Prove que Dom(R) = Im(R™") e Im(R) = Dom(R™) (trivial).

5.18. Defina explicitamente a relagdo R que é o conjunto de todos os circulos concéntricos com
centro em (0, 0). R é subconjunto de qual conjunto?

5.19. Sejam A = {0,2,4}, B ={1,3,5}, Rc AXxB, R ={(0,1), (0,5), (2,3), (4,3), (4,5)}, S c B,
S=1{(1,1), 3,1), (5,1), (3,5)}. Baseado nestes conjuntos, faca:

(a) arepresentacdo gréfica de R;

(b) arepresentacdo em forma de matrizde Re S;
(c) arelacdo composta Ro S;

(d R

(e) SoS;

(f) arepresentacdo em forma de matrizde So S;
(g) arepresentacdo em forma grafos de S;

(h) o dominio e aimagemde Re S.

5.4 Funcgoes

Uma relagdo f ¢ A X B é chamada de funcao se ela satisfaz a seguinte restri¢ao:
paratodox, yez se(x,y) € fe(x,z) € fentdioy =z

Na linguagem da légica de primeira ordem,
x,yefrxz)ef—y=z

41



ou
VxVyVz ((x,y) € f A (x,2) € f—y =2)

Quando uma relacdo f C A X B for uma fungdo, escrevemos f : A—B. O tnico b tal que
(a,b) € f édenotado por f(a) ou, em raros casos, fa. Escreve-se f(x) para denotar: a) uma funcdo
f que toma um tnico parametro e b) o valor y tal que y = f(x). O significado utilizado, a) oub),
pode ser deduzido do contexto.

O conjunto A pode ser qualquer conjunto, inclusive um produto cartesiano:
f : A"—B Neste caso, se (11,4, ...a,,b) € f usamos a notagdo b = f(ay,ay,...ay).

Defini¢ao 5.17. Dada uma fungéo f : A—B, o conjunto A é chamado de dominio de f (domain)
e B chamado de contra-dominio de f (codomain). O conjunto {b : Ja (a € A A f(a) = b)} é a
imagem (range, image) de f. O dominio, contra-dominio e imagem de f sdo denotados por
Dom(f), Codom(f) e Im(f), respectivamente.

Exemplo 5.19. A funcdo f : R—1R dada por f(x) = ¢* tem dominio IR, contra-dominio R e
imagem R™.

Exemplo 5.20. A funcdo f : R—R dada por f(x) = x* — 4x + 3 tem dominio IR, contra-dominio
R e imagem (-1, o).

Exemplo 5.21. Um autémato finito M é uma 5-tupla (Q, X, 6, g0, F) no qual Q é um conjunto
finito de estados, X é um conjunto finito de simbolos, 6 é uma fungdo 6 : QX X—Q, g0 € Qe
F € Q. Um exemplo de autémato é M = ({q0, 41}, 10, 1}, 6, q0, {g1}) no qual 6 é definida como:

6 10 |1

Qo | qo | 11
q1 191 | 9o

Isto é, por exemplo, 6(qo,1) = g1.

Exemplo 5.22. Uma maquina de Turing M é uma quadrupla (Q, X, I, g) na qual Q e ¥ sdo
conjuntos finitos de estados e de simbolos, I é um conjunto de instrugdes, I C Q X L X
QxXxD, D ={-1,0,1} e g € Q é chamado de estado inicial. Como exemplo temos

M = ({QO/ lh; qSI %}/ {0/ 1/ D}/ II QO) tal que
I= {(QO/ 0/ qO/ 0/ 1)/ (qO/ 4, %/ 4, O)/ (qO/ 1/ qn/ 1/ O)}
Definicao 5.18. Dado f : A—B, f(X) = {f(x) : x € X}. Naturalmente, f(0) = 0.
Como exemplo, para f : R—1RR, f(x) = x?, X = (0,3), f(X) =(0,9).

Definic¢ao 5.19. Uma funcdo f : A—B é chamada de injetora (injective) se para quaisquer
x,y €A, f(x) = f(y) implicaem x = y.

Uma fungédo f : R—IR é injetora se qualquer reta horizontal (y = k) cruza com o gréfico de
f em no maximo um ponto.
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Defini¢ao 5.20. Uma fungdo f : A—B é chamada de sobrejetora (onto, surjective) se Im(f) = B.

Uma funcédo f : R—IR é sobrejetora se qualquer reta horizontal (y = k) cruza com o grafico
de f em pelo menos um ponto.

Definicao 5.21. Uma funcdo f : A—B é chamada de bijetora (one-to-one, bijective) se ela é
injetora e sobrejetora

Uma fungdo f : R—1R é bijetora se qualquer reta horizontal (y = k) cruza com o gréafico de
f em exatamente um ponto.

Definic¢do 5.22. A func¢do identidade no conjunto A, I, : A—A é definida como [4(x) = x. Em
geral, deixa-se implicito o conjunto A, usando-se I para qualquer fun¢do identidade.

Definicao 5.23. Dadas as fungdes f : A—B e g : B—C, a composic¢do de f com g é definida
analogamente a definicdo de composicao de relagoes. Isto é, a composicdo de f com g, denotada
por g o f é definida como

go f:A—Ctal que (go f)(x) = g(f(x))

Definicdo 5.24. Inversas de fungdes sdo definidas analogamente a inversas de relagdes. Mas
exige-se que a funcao seja bijetora. Entdo, dada uma funcao bijetora f : A— B, a fung¢do inversa
de f, denotada por f~! é definida como

fly =xsse fx)=y

Naturalmente, f~! : B—A.
-1

Proposicdo 5.3. (¢o f) ™! = flog™L

Demonstragdo. Provaremos que, para todo z, (g o f)7!(z) = f~ (g7 (2)).

(g0 f) '@ =x
sse (g0 f)(x) =z
sse  g(f(x)) =z
sse existey = f(x)e g(y) =z
sse x=f(y)ey=g"(
sse x=f1g'(2)
sse x=flog(z)
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A partir de qualquer fungdo injetora pode-se construir uma funcdo bijetora e portanto
inversivel. Por exemplo,
f:10,1]—R tal que f(x) = x*

ndo é sobrejetora (e portanto ndo é bijetora e ndo tem inversa). Mas como f([0,1]) = [0,1],
podemos restringir o codominio para torna-la sobrejetora:

8 :[0,1]—[0,1], g(x) = f(x)

g ébijetora. Entdo dada uma fungdo f : A— B injetora qualquer, g : A— f(A) tal que g(x) = f(x)
para todo x € A é bijetora.

Freqiientemente é necessério utilizar diversos conjuntos que sdo diferenciados por um indice.
O exemplo cléssico é de um vetor: usamos v; para o i-ésimo elemento de v. Ou M;; para o
elemento da linha i e coluna j da matriz M. Ou M, para a linha i da matriz, um outro conjunto
indexado, um vetor. Este uso de indices com conjuntos é definido formalmente a seguir.

Defini¢do 5.25. Uma familia de elementos F = {A, : a € I'} é definida como uma funcdo
f:T—Atal que A, = f(a). A familia F pode ser denotada por (A,)aer 0U {As}ger-

Se os elementos A, sdo conjuntos, temos uma familia de conjuntos indexados por um indice.
Neste caso, A contém todos os conjuntos A,.

Exemplo 5.23. O conjunto dos pares Ay e o conjunto dos impares A; podem ser colocados em
uma familia F = (A))iej,1-

Exemplo 5.24. Um vetor v = (v4, 73, ...v,) no qual v; € A é uma familia de elementos
fi{1,2,...n}—A
tal que f(i) = v;. Também podemos denotar esta familia por (v;)1<i<n-

Exemplo 5.25. Os intervalos abertos (1,1 + 1) tal que n € IN podem ser colocados em uma
tamilia tal que A, = (n,n + 1). A familia é a funcao

f:N—R
tal que f(i) = (i,i + 1). Note que
| JA=R-N
ieN

Exemplo 5.26. Uma seqiiéncia a, a;, 4y, . . . ¢ uma familia indexada por IN, denotada por {a;}ien.
Vejamos um exemplo:

1

111
121221231"'
1. Podemos escrever

Esta familia é a fungado f : N—R tal que f(i) =
Z a; = 2
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Defini¢ao 5.26. Dada uma funcéo f : A"—A e um conjunto B C A, dizemos que B é fechado
sobre a operacao f se, sempre que a; € Bparal <i<n, temos f(ay,a,...a,) € B.

Exemplo 5.27. Sendo P o conjunto dos niimeros inteiros pares, P C Z, temos que a soma dos
inteiros é fechada sobre P. Dados dois pares, a soma deles é par. Isto é, dadosn,m € P,n+m € P.
Sendo I o conjunto dos inteiros impares, I ndo é fechado sobre a operagdo soma pois a soma de
dois impares é par, que ndo pertence a I. Isto é, dadosn,me I, n+m € I.

Exemplo 5.28. Seja M o conjunto de todas as matrizes reais n X n para qualquerne T C M o
conjunto de todas as matrizes invertiveis (para A € T, existe A™! talque A- A = A7"-A=1,no
qual I é a matriz identidade). Entdo T é fechado sobre a operagao - de multiplicacdo de matrizes.
Dadas duas matrizes A,Be T,A-B€ T: comoA,B €T, existem A e B!linversasde Ae B. Ea
inversade A-Bé B™!- A™!. Ou seja, o produto de duas matrizes invertiveis é invertivel também.

Exercicios

5.20. Classifique as fun¢des abaixo como injetoras, sobrejetoras, bijetoras ou nenhuma destas
opgoes.

(@ f:R—Rtalque f(x) =x*—x+1;
(b) f:R—R tal que f(x) =2%

(0 f:R—R" - {0} tal que f(x) =2%;
(d) f:R—N tal que f(x) = [x];

5.21. Sejam A e B dois conjuntos finitos cujos tamanhos sdo n e m. Pergunta-se:

(a) quantas fungdes diferentes de A em B existem?

(b) quantas funcdes diferentes e injetoras de A em B existem?

() quantas funcoes diferentes e sobrejetoras de A em B existem? (dificil!)

5.22. Prove que se f é inversivel, f! é inversivel e (f™!)™! = f.

5.23. Dadas fungoes f e ¢ de Rem R tal que f(x) =x*+1e g(x) =x°> -1, encontre fogego f.

5.24. Dada f : R — {1}-—R - {-1} tal que f(x) = 7%, encontre a sua inversa. Confira que
fofl=flof=x

5.25. Quais das relagdes abaixo sdo fungdes? E para as que sdo, qual o dominio, contra-dominio
e imagem?

@ {(ab):a,beRea*+b=1)}
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(b) {(a,b):a,be R ea® +1* =1}

(c) {(a,b):a,beRea+b*>=1}

(d) {(a,b):a,be Nea=0>b}

5.26. Mostre como uma matriz pode ser vista como uma familia de conjuntos.

5.27. Seja A, o conjunto de todos os divisores de « € IN. Se P = |J,n1As), calcule o conjunto
U P. Justifique cada passo da sua resposta.

5.28. Prove os itens abaixo. Considere que A, é uma familia indexada de conjuntos com « € I.

(@) se A C B, entdo f(A) C f(B);

(b) se A C B, entdo f(A) c f1(B);
@ f(User Aa) = User f(Aa)

(@ f(Maer Aa) C Naer f(Ad)

(@) User(X = Ay) = X = Nyer Aa

(f) maeI(X - Aa) =X- Uael Aq

5.29. Considere uma familia de conjuntos F = {A, : @ € R} tal que A, = {d : d é digito de a}. Por
exemplo, A, = {n} paratodon € IN,0<n <9, Az145 = {1, 3,4, 5}, Azeo = {6,7,9}. Calcule

| JE

aeR

5.30. Responda se as seguintes operacdes sdo fechadas ou nao. Justifique.

(a) operacdo de divisdo sobre IN C Q (isto é, estamos usando a divisdo em Q. Idem para os
outros itens);

(b) multiplicagdo sobre N C R;
(c) subtracdo sobre N C Z;
(d) nsobre N C R;

(e) composicdo de fungdes sobre B C A no qual A é o conjunto de todas as fun¢des de IN em IN
e B é o subconjunto de A que contém apenas fungdes bijetoras.

5.31. Um autdmato finito ndo deterministico é definido como uma 5-tupla (Q, %, 6, qo, F) sendo
que a fungdo 6 é tal que

(@) 6(g,€) é permitdo, no qual € é a cadeia vazia de simbolos, € ¢ ¥,

(b) o resultado de 6(g, s) é um subconjunto de Q

Baseado nestas informacoes, defina o dominio e contra-dominio de 6.
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5.5 Funcoes Especiais
Nesta secao apresentaremos algumas fungdes especiais.
[.]: R—Z tal que [x] é o menor inteiro maior ou igual a x. Em termos de conjuntos,

[xX]=min{n:neZen>x}
|.] : R—Z tal que [ x] é o maior inteiro menor ou igual a x. Em termos de conjuntos,
lx] =méx{n:ne”Zen < x}

Por exemplo, [2.3]1=3,[3.7]=4e[-54]=-5.E|23]=2,13.7| =3 e[-5.4] = 6.

Algumas propriedades importantes destas fungdes sdo dadas abaixo.

e a representagdo de um numero inteiro k na base b ocupa [log, k| + 1 digitos. Entdo para
representar um inteiro k em binério precisamos de [log, k| + 1 bits;

o |[x]<x<|x]+1
e aexpressdo |x + 0,5] arredonda x para o préximo inteiro;
e x<[x]<x+1
o |k/2| +[k/2] = k para todo k € IN
Defini¢ao 5.27. Seja B um subconjunto de A. A fungédo xp : A—1N tal que

] 1 sexeB
¥ =10 sexgB

é chamada de funcdo caracteristica de B.

5.6 Relacoes de Equivaléncia

Uma relagdo R € A X A é chamada de relacao de equivaléncia se for:

reflexiva paratodox € A, x Rx;
simétrica se x Ry, entdo y R x;

transitiva sexRyeyRz entdox Rz.
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Note que todo x € A se relaciona com pelo menos um outro elemento de A, pois x R x.

Em notagdo de teoria dos conjuntos, em uma estrutura A = (X, R)), onde A C X, R é uma
relagdo de equivaléncia se as trés férmulas dadas a seguir sdo verdadeiras em 2.

VYx (x € A—xRx)
VaxVy (x Ry—y Rx)
VxVyVz (x Ry A yRz—x R z)
Exemplo 5.29. Considere A é o conjunto de pessoas e R C A% é arelacdo tal queaRbseaeb tém

o mesmo nome. Entdo R é uma relagdo de equivaléncia pois é:

reflexiva cada pessoa tem um nome igual a de si mesma;
simétrica se pessoa x tem nome igual ao da pessoa y, y tem nome igual a x;

transitiva se x tem nome igual a y e y nome igual a z, entdo x tem nome igual a z.
Exemplo 5.30. Seja R ¢ IN? tal que x R y se x — y € Z é divisivel por um inteiro k fixado. Entdo
R é uma relagdo de equivaléncia. Vejamos:
reflexiva x R x é divisivel por k, pois x — x = 0 é divisivel por k;
simétrica se x Ry, x — y é divisivel por k (existe m tal que x — y = mk). Logo y — x é divisivel por
k, pois y — x = (—m)k, e temos y R x;
transitiva sexRyeyRz, x—y=mk y—z=mke
x—z=(x-y)+(y—z) =mk+mk = (m +myk
Logo xR z.

Exemplo 5.31. Considere A é o conjunto dos dias de um ano fixado e R c A tal queaRb se e
somente se a e b forem no mesmo dia da semana. Entdo R é uma relacdo de equivaléncia.

Exemplo 5.32. Seja X o conjunto de todos os simbolos da tabela ASCII. Usamos X" para o
conjunto de todas as cadeias de caracteres tomados de X (veja o exemplo 2.3).. Entdo

Y ={eab,c,...,aa,ab,ac,...,aaa,aab,aac,...}

Uma fungdo qualquer f : X*—IN induz a uma relacdo R de equivaléncia entre cadeias de
caracteres da seguinte forma:

aRbsse f(a) = f(b) paraa,b € X*

Quando f(x) < k para uma constante k, a funcdo f pode ser utilizada como uma funcao hash,
utilizada em uma estrutura de dados chamada de tabela hash. Em um dos tipos de tabela hash,
todos os elementos de uma mesma classe de equivaléncia que sdo inseridos na tabela ficam
agrupados em uma mesma lista encadeada. Elementos de listas diferentes pertencem a classes
de equivaléncia diferentes.

Daremos um exemplo de como poderia ser f em uma linguagem de programagao.
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// C/C++
int f(char *s) {
int n = 0;
while ( *s != "\0’ )
n=n+ *S++*7;
return n%k;

}

Note que n%k produz um valor entre 0 e k — 1. Esta é a operacdo médulo, o resto da divisdo de
n por k.

Observagdo importante: relacdes de equivaléncia eliminam diferengas irrelevantes entre
elementos tornando-os iguais na relagdo. Elas abstraem as informacdes relevantes para o nosso
objetivo dentre todas as informacgdes dos elementos. Por exemplo, no Exemplo 5.31, dois dias
do ano sdo considerados “iguais” se tiverem o mesmo dia da semana. Entdo abstraimos o
namero do dia de duas datas, com 28 de abril e 22 de dezembro, e as consideramos como iguais
(ambas sdo segundas-feiras em 2008).

Defini¢do 5.28. Seja A # 0 e R C A? uma relagdo de equivaléncia em A. Definimos
[x]={yeA:xRyj}

Ou seja, [x] contém todos os elementos relacionados a x. ComoxRx, x € [x]. Esey € [x]e yRz,
temos x Ry e y Rz. Logo x Rz ez € [x]. Quando houver ambigiiidade sobre qual relacdo esta
sendo utilizada, usamos [x]g ao invés de [x].

Claramente, a € [a], poisa R a.

Proposicao 5.4. Seja A # (0, R uma relagio de equivaléncia em A e a e b quaisquer elementos de A.
Entdo:

(@) a R b se e somente se [a] = [b]

(b) (a,b) ¢ R se e somente se [a] N [b] = 0.

Demonstracido. (a) (= ) Assuma a R b. Provaremos [a] C [b] e [b] C [a]. Para todo x € [a], temos
aRxexRa. DexRaeaRb,pela transitividade concluimos x R b. Logo x € [b]. Da mesma
forma, para todo x € [b], x € [a]. Logo [a] = [b].

(&) Assuma [a] = [b]. Comoa € [a],a € [b]eaRDb.

(b) (&) Temos o caso X—Y onde X é “(a,b) ¢ R”" e Y” é “[a] N [b] = 0”. Isto é, =X V Y.
Provaremos que a negag¢do de =X V Y; isto é, X A =Y, leva a uma contradi¢do. Assuma que
(a,b) € Re[a]N[b] # 0. Entdo hd um elemento x € [a] N [b]. Logo x Rae xRb. EntioaRxexRb
(simetria) e a R b pela transitividade. Logo (4, b) € R. Contradicao.
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(= ) Assumiremos [a] N [b] = 0 e anegacdo de “(a,b) ¢ R” e chegaremos a uma contradigdo.
Entdo (a,b) € R e b € [a] pela defini¢do do conjunto [a]. Como b € [b], b € [a] N [b]. Contradigao,
pois [a] N [b] = 0.

O
Proposicdo 5.5. Toda relagdo de equivaléncia R no conjunto A produz uma partigdo e vice-versa.
Demonstragio. (= ) A particdo criada pela relacdo de equivaléncia R é P = {[x] : x € A}, onde
[x] = [x]z. Claramente P é uma parti¢do, pois para todo x € A, x € [x] (todo x pertence a

alguma particdo). E, dados dois conjuntos [x] e [y] da parti¢do, x # y, temos [x] N [y] = 0 pela
Proposicao 5.4.

(&) A relagdo de equivaléncia de uma particdo P é dada pela seguinte relacdo: a R b sse
a,b € A, A € P. Confira que esta relacdo é de equivaléncia. O

Definic¢do 5.29. A particdo de um conjunto A induzida por uma relacdo de equivaléncia R é
chamada de conjunto quociente de A por R e denotada por

A/R ={[x] : x € A}
Definic¢do 5.30. Dados a,b,n € Z, dizemos que a é congruente a b médulo 7, denotado por
a=b (mod n)

se n divide a — b. Isto é, existe k € Z tal quea — b = kn. Se a = b (mod n), dizemos também que
a é equivalente a b médulo n.

Proposicdo 5.6. Algumas propriedades bdsicas de congruéncias:

(a) sea=b (mod n),a—b=knparaalgumk € Zea=>b+kn;
(b) a =a (mod 0) para todo n € Z, pois a —a = On;
(c) a=b (mod 1) para todo a,b € Z, pois sempre existek € Z tal quea—b=1-k;

(d) sea = b (mod n), temos n|(a — b) por definigio; isto é, a —b = kn para algum k € Z. Entdo
b—a=(-kneb=a (mod n),

(e) sea =b (mod n)eb = c (mod n), temos que existem k,t € Z tal quea—b =kneb—-c = tn.
Somando as duas equagoes, temos (a —b) + (b—c) = kn+tn. Logoa—c = (k+t)nea =c (mod n).
Esta prova poderia se feita também utilizando a Proposicio 3.3 (c): n|(a — b) e n|(b — c) e portanto
nl@a—b+b-c). Logon|(a—c)ea=c (mod n);

(f) a=b (mod n) se e somente se a e b deixam o mesmo resto quando divididos por n. Prova:

a=b (mod n) sse
a—b=nmnk sse
a—b=n(q, —qp) sse
a=ng,+rmeb=nq,+rnoqual 0 <r<n sse

a e b deixam o mesmo resto quando divididos por n
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Note que tomamos q, e g, em a — b = n(q, — q,) exatamente como o quociente da divisdo de a e b por
n;

(g) sea=b (mod n), entdoa+c =b+c (mod n);
(h) sea=b (mod n)ec=d (mod n),entdoa+c=b+d (mod n);
(i) sea =b (mod n), entdo ac = bc (mod n);

(j) sea=b (mod n)ec=d (mod n), entdo ac = bd (mod n).

As tltimas quatro provas sdo deixadas a cargo do leitor.

Definic¢do 5.31. Dado n € IN,n > 2, o conjunto Z, é definido como o conjunto quociente Z/R
na qual R é a relacdo
aRbssea=b (mod n)

Isto é, a e b pertencem a mesma classe de equivaléncia se ambos deixam o mesmo resto quando
divididos por n.

As classes de equivaléncia de Z,, sdo denotadas por 0,1,2,...n —1sendo que i contém todos
os elementos de Z que deixam resto i quando divididos por n. Estude os exemplos abaixo.

Exemplo 5.33. 2 = b (mod 2) se e somente se a — b = 2k. Se a e b forem inteiros, ambos devem
ser pares ou ambos devem ser impares (confira). Isto é, 2 = b (mod 2) se e somente se ambos
deixam resto 0 na divisdo por 2 ou ambos deixam resto 1.

Pela definicéo,
ZZ = {{O/ 2/ _2/ 4:/ _4/- . -}/ {11_1/ 3/ _3/- . }}
ZZ = {0/ 1}

Sendo0=1{0,2,-2,4,-4,..)e1={1,-1,3,-3,...). Entdo2 € 0 e 5,-7 € 1. Todo nimero inteiro
n pode ser escrito como n = 2q ou n = 2 + 1. Os primeiros sdo os pares e pertencem a 0. Os
segundos sdo os impares e pertence a 1.

segue:

O conjunto Z, com estas operagdes forma uma estrutura (Z,, +,—,-) com muitas pro-
priedades interessantes, com larga aplicagdo na Matematica e Computacao.

Duas propriedades de Z, sdo:
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(@) para0<i<mn,i€ipoisi=0-n+1i,o0restodadivisdo de i porn é i;

(b) 7=0(ogon+k=n+k=0+k=0+k=k)

O conjunto Z, pode ser representado por um circulo no qual o sucessor do tltimo elemento,
n—16é0. Assim,n—1+1=0.En-1+2=1.

Exercicios

5.32. Prove que a relagdo definida no exemplo 5.32 é uma relagdo de equivaléncia.
5.33. Prove que a relacdo definida a partir de uma parti¢do, na Proposic¢do 5.5, é de equivaléncia.

5.34. Encontre o erro na seguinte prova de que toda relagdo simétrica e transitiva é também
reflexiva.

Afirmacdo: se R é simétrica e transitiva, entdo R é reflexiva.

Prova: dado (a,b) € R, temos (b,a) € R pois R é simétrica. Entdo de (a,b),(b,a) € R, pela
transitividade, concluimos que (a,4) € R. Logo R é reflexiva.

5.35. Mostre que sdo relagdes de equivaléncia:

(a) arelagdo sobre o conjunto de tridngulos tal que dois elementos sdo equivalentes se eles sdo
congruentes (todos os dngulos iguais);

(b) arelagdo = de equivaléncia légica entre sentencas do calculo proposicional;
() R c IN? x IN? tal que (a,b) R (c,d) se e somente sea +d = b +¢;
(d) arelagdorRssearetaréparalelaaretas. Utilize o conjunto de todas as retas em um plano.

5.36. Mostre que ndo sdo rela¢des de equivaléncia:

(a) arelagdo C entre conjuntos;
(b) arelagdo <C R? que compara dois ntimeros reais;
(c) arelagdo € entre conjuntos.

5.37. Prove as seguintes propriedades da congruéncia.

(a) sea=0b (mod n),entdoa+c=b+c (mod n);
(b) sea=b (mod n)ec=d (mod n),entdoa+c=b+d (mod n);

(c) sea=b (mod n), entdo ac = bc (mod n);
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(d) sea=b (mod n) ec=d (mod n), entdo ac = bd (mod n).
() a=b (mod 0)ssea =b;

(f) para quaisquera,b € Z,a=0b (mod 1);

(g) a=b (mod n)ssea=b (mod —n).

5.38. Se hoje for terca-feira e este ano nao for bissexto, qual o dia da semana deste mesmo dia
do més no préximo ano?

5.39. Que dia da semana é terca-feira + quinta-feira? E segunda-feira - sexta-feira? Lembre-se
de que a semana comega no domingo. Defina opera¢des de soma e multiplicacdo razodveis
para dias da semana.

5.40. Se agora sdo 21h e 37 minutos, a que horas serdo daqui a 13h e 54 minutos?

5.7 Relag¢oes de Ordem

Conjuntos sdo utilizados extensivamente na Matemaética e na Computacdo. Freqiientemente é
necessdrio que os elementos do conjunto estejam ordenados de alguma forma. Por exemplo,

e 0s numeros naturais estdo ordenados em 0, 1, 2, 3, .... Utilizamos fatos comon < n + 1
extensivamente nas provas Matematicas;

¢ os conjuntos estdo ordenados pela relacdo C. Podemos considerar A < Bse A C B;

e o conjunto das cameras fotogréficas de uma loja podem estar ordenados pelos seus precos,
do menor para o maior;

e 0 conjunto das &rvores bindrias completas (alturas iguais, cada vértice com zero ou dois
tilhos) podem estar ordenados por ntimero de vértices;

e 0 conjunto dos componentes necessarios para montar certa maquina (exemplo: um micro-
ondas, um carro, avido, etc) podem estar ordenados pela ordem em que eles devem ser
montados. Nao se pode, por exemplo, colocar as rodas no carro antes de colocar o chassis.
Ou colocar o radio antes de ter colocado o painel.

Definicdo 5.33. Um conjunto parcialmente ordenado (partially ordered set, poset) é uma estrutura
(S, <) onde S é um conjunto e < é uma relagdo bindria reflexiva, anti-simétrica e transitiva. Isto
é, para quaisquer elementos a, b, ¢ € S, temos

reflexiva a <a
anti-simétrica 1 <beb <aimplicaema =10

transitiva 2 <beb < cimplicaema <¢
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Note que um poset é um conjunto com uma operacdo. De fato, uma estrutura. Na definicdo
da estrutura, utilizamos o simbolo < para a relagdo. Mas uma estrutura real da Matematica
pode utilizar um simbolo diferente para a relacdo — veja nos exemplos abaixo.

Exemplo 5.35. Ha inimeros exemplos de conjuntos parcialmente ordenados na Matematica e
na Computagao:

1. os ntimeros reais com a comparagdo <. A estrutura (IR, <) é um poset. Vejamos: para todo
xy,ze R x<x,x<yey<ximplicaemx=yex<yey<zimplicaemx <z

2. o conjunto dos subconjuntos de um conjunto S, P(S) ou 2°, com a relagdo C. A estrutura
é (2°%,C). Vejamos: para todo A,B,C € P(S), A C A, A CBeB C Aimplicaem A =B
(defini¢do de igualdade entre conjuntos) e A C Be B C Cimplicaem A C G;

3. os niimeros naturais com a relagdo D tal que n D m sse n divide p (existe k € IN tal que
n.k=p). EntionDn,nDmemDnimplicaemn=menDmemD pimplicaem n D p;

4. para construir a tabela verdade para uma férmula como ¢ =;4.f (A—B) A (=B V C)—C,
construimos tabelas auxiliares para cada sub-férmula desta férmula. E cada sub-férmula
pode ter outras sub-férmulas até que se chegue na férmula mais simples que é uma tnica
varidvel. Assim, as sub-férmulas de ¢ sdo C e (A—B) A (-B V C). As sub-férmulas desta
ultima sdo (A—B) e (#B Vv C). As sub-formulas de A—B sdao A e B. Asde =BV Csédo —B
e C. E a sub-férmula de =B é B. Assim, existe uma relagdo de ordem entre estas férmulas:
X <Y sse X é sub-férmula de Y. Entao:

C<(A—B)A(=BV(C)—C|(A—B)A(-BV(C) < (A—B)A(-BV (C)—C
A—B<(A—B)A(-BVC)|-BVC<(A—B)A(=BV(O)

A<A—B B < A—B
-B<-BVvC C<-BvC
B < =B

Note que, em um conjunto parcialmente ordenado, nem todos os elementos precisam ser
comparéaveis. Por exemplo, considere a estrutura formada pelo conjunto {0, {0}, {1}, {1,2}} das
partes de {0,1} com a relagdo C. Nao temos {0} C {1} ou {1} C {0}. Estes elementos ndo sdo
comparéaveis. Mas outros sdo, como @ C {0} ou {1} C {0, 1}.

Definicao 5.34. Podemos definir mais precisamente, em termos de légica, o que é um conjunto
parcialmente ordenado. Uma estrutura A = (S, <) é um conjunto parcialmente ordenado se ela
é modelo para as seguintes férmulas:

Va(a <a)
VaVb(a<bAb=<a—a=0D)
VaVbV¥c (@ <bAb=<c—a=<c)

Se I' é o conjunto destas trés férmulas, entdo A é um conjunto parcialmente ordenado se A  T..
Isto é, se A ¢ um modelo para I'.
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Defini¢ao 5.35. Um conjunto totalmente ordenado (totally ordered set) é uma estrutura (S, <)
onde S é um conjunto e < é uma relagdo bindria reflexiva, anti-simétrica, transitiva e total. Isto
é, para quaisquer elementos 4,b, ¢ € S, temos

reflexiva a <a
anti-simétrica 1 <beb <aimplicaema =10
transitiva 21 <beb <cimplicaema <¢

total oua <boub=<a

Escrevemos “O conjunto S é totalmente ordenado pela relagdo <” ou “S tem uma ordem total”,
deixando implicita a relacdo utilizada.

Se uma ordem ¢é anti-simétrica e total, ela é reflexiva, pois cada elemento deve ser comparavel
a todos os outros, o que inclui a si mesmo. Uma ordem total é entdo uma ordem parcial onde
todos os elementos sdo comparéaveis.

Exemplo 5.36. Sdo exemplos de estruturas totalmente ordenados:

(@ (IR, <), todos os elementos dos reais sdo compardveis;
(b) o conjunto {0, {0},{0,1},{0,1,2},{0,1,2,3}} com a relagdo C
(c) o conjunto das letras maitisculas do alfabeto com a ordem alfabética: A < B, B < C, etc;

(d) (S,c), onde S = Ujendln € N : n < i}}. Verifique porque utilizamos conjunto dentro de
conjunto na defini¢do de S;

(e) oconjunto das palavras formadas pelas letras mintdsculas do alfabeto e a relagdo a1a, . . .a, <
biby...b, seesomentesea)n <meb)a; <bjparal <i<pparap <n.

Definic¢do 5.36. Um conjunto estritamente totalmente ordenado (strict total order) é uma estru-
tura (S, <) onde S é um conjunto e < é uma relagdo bindria assimétrica, transitiva e que obedece
a lei da tricotomia. Isto é, para quaisquer elementos a,b,c € S, temos

assimétrica a < bimplicaem b £ a
transitiva a <beb < cimplicaema <c
lei da tricotomia exatamente uma de trés coisas é verdadeira: a < b,b <aoua = b.

Defini¢ao 5.37. Uma relagdo R C A X B é irreflexiva se para todoa € A, a Ka.

Exercicios
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5.41. Verifique se as seguintes estruturas sdo ordens parciais, totais ou nenhuma delas.

(@ (S,c)noqual Sc 2R, S={(a,b):a,beN};
(b) (S,c)noqual Sc 2R, S={(=,1):4,beN};

n’n

(0) {G,R)no qual G é um grafo aciclico dirigido e R é a relacdo de alcangabilidade (reachability).
Isto é, x R y se e somente se hd um caminho de x para y.

5.42. Para cada item abaixo, encontre uma relagéo:

(a) reflexiva e transitiva;
(b) assimétrica e irreflexiva;
(c) nao reflexiva e néo irreflexiva;

(d) que néao é reflexivas mas que contém um subconjunto reflexivo (subconjunto da relacdo
original).

5.43. Sobre uma relagdo R sobre um conjunto S, prove:

(a) se R é assimétrica, R é irreflexiva;
(b) se R é assimétrica, R é anti-simétrica;

(c) se R é simétrica e transitiva, R é reflexiva.

5.8 Diagramas de Hasse

Um diagrama de Hasse é uma representagdo grafica dos elementos de um conjunto parcialmente
ordenado e da relacdo de ordem entre eles. Dado uma estrutura (S, <) que é um conjunto
parcialmente ordenado e finito, o diagrama de Hasse para esta estrutura é construido da seguinte
forma: desenha-se cada elemento do conjunto S e liga-se por um segmento de reta o elemento
xaysex < yendoexisteumz € Stal que x <zez < y. O elemento x é colocado abaixo de y
no diagrama.

Exemplo 5.37. A Figura 5.6 mostra o diagrama de Hasse do conjunto parcialmente ordenado
tormado pelos subconjuntos de {x, v, z} e pela relagdo C. O conjunto utilizado é entdo:

{0, {0}, {1}, {2, {0,1}, {0,2}, {1,2}, {0,1,2}}
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Figura 5.6: Diagrama de Hasse do poset formado pelos subconjuntos de {0, 1,2} e a relagdo C
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5.9 Teoria Axiomatica dos Conjuntos

A teoria vista anteriormente € a teoria ingénua dos conjuntos. Ela permite paradoxos como o de
Russel . A teoria axiomadtica que estudaremos, a de Zermelo-Fraenkel, foi cuidadosamente pro-
jetada durante décadas para eliminar qualquer possibilidade de paradoxos ou inconsisténcias.
Esta teoria é chamada de ZF e utiliza seis axiomas [3]. Estes axiomas mais o axioma da escolha
(A7 abaixo) constituem-se na teoria ZFC que é base para formalizar toda a Matemética. A
partir desta teoria pode-se deduzir todos os axiomas sobre os niimeros naturais, desde que
os simbolos +, ., e 0 sejam representados de uma certa forma (ndo mostrada) utilizando-se
somente o simbolo €. Alids, este é o tnico predicado utilizado pelos axiomas. Fungdes e con-
stantes ndo sdo necessarios. Contudo, para facilitar o entendimento dos axiomas, utilizaremos
o conjunto vazio, ), como constante. Nos comentdarios a respeito das férmulas, interpretamos
as formulas dadas em um modelo da teoria dos conjuntos.

Al VYz(z € x>z € y)—(x = y), axioma da extensionalidade. Este axioma significa o seguinte:
se x e y tétm 0s mesmos elementos, eles sdo iguais;

A2 F,—(3db Yy (y € be—dx (x € a A ¢(x,1)))), axioma da substituicdo. F, é a férmula
Vx Yy Vz (p(x, v) A @(x, z2)—(y = z)). Este axioma garante que podemos construir um
conjunto b que seja a imagem de uma férmula ¢ que é usada como uma funcédo tendo a
como dominio;

A3 Jy Vx (x € ye—Vz (z € x—>z € a)), axioma das partes. Este axioma garante que existe o
conjunto das partes de um conjunto a se a existe;

A4 JyVy (x € ye—3Jz (x € z Az € a)), axioma da reunido. Este axioma garante a existéncia de
um conjunto que é a unido de todos elementos de a. Naturalmente, na interpretagao deste
axioma na teoria dos conjuntos usuais, a é composto de conjuntos. Em outras palavras,
este axioma garante a existéncia de {x : z (x €z Az € a)};
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A5 Jy (y € x)—3y (y € x AVz—(z € x Az € y)), axioma da regularidade. Este axioma garante
que um conjunto ndo estd contido em si mesmo direta ou indiretamente. Este é o mais
complexo de todos os axiomas de ZF;

A6 Jw ((0 € w) A Vx (x € w—x U {x} € w)), axioma da infinidade. Este axioma garante a
existéncia de um conjunto infinito. A saber, {0, {0}, {0, {0}}, {0, {0, {0}}}, ...}. O simbolo U
é um meta-predicado. x U y é uma abreviacdo de dz (w € ze—(w € x V w € v));

A7 Vx(xez—-(x=0)A(VxVy(xezAyezA=(x = y)—(xNy =0)—JuVxIv(x €
z—u N x = {v}), axioma da escolha. O simbolo N é um meta-predicado. x N y significa
Tz (weze—(wexAwey)).

Este axioma garante que, dado um conjunto z que possui como elementos outros conjuntos,
existe um conjunto u tal que u possui exatamente um elemento em comum com cada
elemento de z (que é um conjunto). Exige-se que os elementos de z ndo sejam vazios e que
dois a dois ndo tenham elementos em comum. Estudando a fé6rmula,

1. Vx (x € z—>=(x = 0)) garante que todos os elementos de z sejam diferentes de 0;

2. (VxVy(x€zAy€zA—=(x=y)—(xNy=0)) garante que quaisquer dois elementos
de z, que sdo conjuntos, tem intersecgao vazia;

3. JuVx Jv (x € z—>u N x = {v}) garante que existe u que tem exatamente um elemento
v em comum com cada elemento x de z dado que os itens 1 e 2 acima, quando
interpretados, sdo verdadeiros. Como Jv aparece depois de dx, para cada x de
z podemos ter um elemento v diferente — de fato, todos eles sdo diferentes, ja os
elementos de z sdo dois a dois disjuntos.

5.10 Cardinalidade

Esta secao discorre sobre conjuntos infinitos e a relagdo entre eles. Alguns dos resultados trazem
profundas conseqiiéncias para a Computacdo. A saber, que hd mais fun¢des dos naturais para os
naturais do que programas de computadores para calcula-las. Em resumo, ha mais problemas
no mundo do que programas de computador para resolvé-las. Para chegar a este resultado, é
necessario comparar conjuntos infinitos em rela¢do ao “tamanho”. Mas como isto é possivel?
Se dois conjuntos sdo infinitos, como IN e IR, um ndo pode ter mais elementos do que o outro.
Afinal, se formos enumerando os elementos, jamais terminariamos nenhum deles. Contudo,
esta comparagdo é possivel — veja a proxima definicao.

Definic¢do 5.38. Um conjunto A serd equipotente ou equipolente a um conjunto B se existir
uma fungdo bijetora f : A—B. Utilizaremos A ~ B se A for equipotente a B.

Exemplo 5.38. O conjunto A = {0, 1,2} é equipotente ao conjunto B = {10,11,12}. A funcdo
bijetora f é facilmente definivel como f(n) = 10 + n. Se os conjuntos A e B forem finitos
e possuirem o mesmo nuimero de elementos, sempre serd possivel construir uma funcdo f
bijetora entre eles. Mas espere ... ainda ndo definimos “conjunto finito”!
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Exemplo 5.39. O conjunto dos pares positivos P = {0,2,4, 6, ...} é equipotente ao conjunto dos
impares positivos I = {1,3,5,...}. A fungdo f : P—I dada por f(n) = n + 1 é bijetora.

Exemplo 5.40. O conjunto dos pares positivos P = {0, 2,4, 6, ...} é equipotente a IN pela funcdo
bijetora f : N—P dada por f(n) = 2n.

Proposicao 5.7. Um intervalo real (a, b) é equipotente a (0,1). E para quaisquer dois intervalos (a,b) e

(c,d), temos (a,b) ~ (c,d).

Demonstragio. Imagine a reta que passa pelos pontos (0,a) e (1,b). H4 uma correspondéncia
um a um entre as coordenadas x € (0,1) e as ordenadas y € (a,b). A fungdo que relaciona os
conjuntos é:

f:(0,1)—(a,b) tal que f(x) =a+ (b —a)x

Da mesma forma, qualquer intervalo (4, b) é equipotente a qualquer outro intervalo (c, d). A
fungdo que relaciona biunivocamente os conjuntos é:

f:(a,b)—(c,d) tal que f(x) =c+ (x — a)%

Proposicdo 5.8. A relacdo ~ entre conjuntos é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstragio. Todo conjunto A é equipotente a ele mesmo. Use a fungdo f(x) = x. E bijetora.
Se A ~ B, existe f : A— B bijetora. Toda bijetora tem inversa bijetora. Logo existe f~' : B—A
bijetora. Se A ~ Be B ~ C, existem f : A—B e g : B—C bijetoras. Como composic¢do de
bijetoras é bijetora, existe g o f : A—C bijetorae A ~ C.

O

Proposicdo 5.9. Um conjunto A serd chamado de infinito se existir uma funcgio f : A—A injetora
mas ndo sobrejetora. Em outras palavras, existe um B C A, B # A tal que existe uma fungio § : A—B
bijetora. Logo B pode ser Im(f) com g(x) = f(x) para todo x € A.

Proposicdo 5.10. Um conjunto A serd chamado de finito se ndo for infinito. Isto é, nio existe uma
funcgdo f : A— A injetora mas ndo sobrejetora.

Proposicao 5.11. O conjunto IN é infinito. Tome f : N—IN tal que f(n) = n + 1. Esta funcdo é
injetora mas ndo sobrejetora, pois 0 & Im(f).

Exemplo 5.41. O conjunto {0, 1} é finito.
Proposicao 5.12. Para todo conjunto finito A # () existe um k € IN tal que A ~ (1,2, .. .k}.

Exemplo 5.42. Seja A = {o, s, 4, %}. Entdo A ~ {1,2,3,4}. Tome f tal que f(1) = o, f(2) = »,
fB)=1He f(4)=*.

Proposicao 5.13. O conjunto (a, b) é equipotente a R.
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Demonstragio. O conjunto (=1,1) é equipotente ao conjunto R. Confira que a funcdo f :
(=1,1)—RR definida abaixo é bijetora.

0 sex=0

f(x):{ M sex#0

Esta fungdo é f(x) = 1-1sex € (0,1), f(x) = 1+1sex € (-1,0) e f(0) = 0. Pela Proposi¢do 5.7,
(a,b) ~ (=1,1). Como provamos que (—1,1) ~ R, temos (a,b) ~ R. O

Definic¢do 5.39. Um conjunto é enumeravel se ele é finito ou é equipotente a N. Um conjunto
é denumeravel se ele é equipotente a IN. Um conjunto enumeravel pode ser colocado em
correspondéncia um a um ou com um conjunto {0,1,2,...k} ou com IN. Em qualquer caso,
podemos listar os elementos do conjunto enumerével A: ap, a4, a,, 43, . . ..

Proposigao 5.14. Todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerdvel.

Demonstragio. Seja A um conjunto enumeravel. Se A é finito, todo subconjunto de A sera finito
(prove!). Considere A infinito e seja B C A. Se B for finito, serd enumerdvel. Suponha entdo que
B seja infinito.

Como A é enumeravel, A = {ag,a;,4a,, .. .}. Dado um elemento b € B, b é algum dos elementos
a; de A. Baseado nisto construiremos uma fungdo f : IN—B que é injetora. Seja a;, o primeiro
elemento de A que pertence a B (isto é, a; ¢ B para i < ip). Faca f(0) = a;,. Seja a; o primeiro
elemento de A que pertence a B. Faga f(1) = a;, e assim por diante. Entdo se f(n) = a;, hd n
elementos de B no conjunto {ay, a1, ...a;,}.

Esta funcao é claramente injetora. m|
Corolario 5.1. Todo subconjunto infinito de IN é enumerduvel.

Exemplo 5.43. O conjunto dos primos é enumeravel. Seja P o conjunto dos niimeros primos.
Este conjunto é infinito pela Proposicdo 3.5 e subconjunto de IN. Pelo Corolario acima, P é
enumeravel. Encontraremos uma enumeracao de P.

01, 2 ,3, 4 5 6 7, 89,10, 11, 12, 13, 14,1516, 17, 18, 19, 20,21,...
Ll ! l 1 ! l 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Se um ntmero p; possui indice i na lista acima, entdo f : N—P é definida como f(i) = p;.

Exemplo 5.44. O conjunto dos pares é enumeravel. Neste caso, é facil encontrar uma funcdo
f : N—P bijetora, onde P é o conjunto pares. Use f(n) = 2n.

Proposi¢ao 5.15. Se A e B sio enumerdveis, A U B é enumerduvel.
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1/4 -1/4 1/5 -1/5
-2/3 2/4 -2/4 2/5 -=2/5
-3/3 3/4 -3/4 3/5 -3/5
-4/2 4/3 -4/3 4/4 -4/4 4/5 -—-4/5
-5/2 5/3 -5/3 5/4 -5/4 5/5 -5/5

5/2

Figura 5.7: Uma relagéo bijetora entre IN e Q

Demonstragio. Faremos apenas o caso em que A e B sdo infinitos. Como A e B sdo enumeraveis,
eles podem ser escritos da seguinte forma:

A={ a, m, @, a ..}

V\ 2020707
B = { bo, b], bz, b3 .. }

As setas indicam como fazer uma funcdo f : N—A U B. Faca f(0) = ao, f(1) = by, f(2) = a1,
f(3) = by e assim por diante. O

Proposicao 5.16. IN é equipotente a Z.

Demonstragdo. Istopode ser claramente verificado enumerando-se os elementos de Z da seguinte
forma:

0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...
Uma fungdo bijetora f : N—Z é
(n+1)

fn) = { —— senéimpar

n Z
-5 senépar

N

Proposi¢do 5.17. N ~ Q

Demonstragio. Construiremos uma fung¢do f : N—Q bijetora usando a tabela da Figura 5.7.
As setas da tabela definem uma enumeragdo dos ntimeros racionais se seguirmos a dire¢cdo dada

pelas setas e seguindo da seta menor para as maiores. Estaenumeragaoé1/1,-1/1,2/1,1/2,-2/1,....

Os valores de f(1), f(2), f(3), ... sdo associados aos valores desta enumeracao (f(1) = 1/1, por
exemplo). E f(0) = 0. Ntmeros repetidos que aparecem na tabela ndo sdo considerados. Por
exemplo, f(8) deveria ser 2/2, mas 2/2 =1 eja temos f(1) = 1/1 = 1. Entdo f(8) = -3/1.

Esta fungdo é claramente bijetora e entdo N ~ Q.
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Proposigao 5.18. Se A e B sio enumerdveis, A X B é enumerdvel.

Demonstragio. Provaremos apenas no caso em que A e B sdo infinitos. Como A e B sdo enu-
merdveis, o conjunto A X B pode ser escrito da seguinte forma:

(a0,bo) (a0, b1) (a0, b2) (a0, b3)
(a1,b0) (a1,b1) (a1,b2) (a1,b3)
(a2,b0) (az,b1) (a2, b2) (a2, bs3)
(a3, bo) (az,b1) (a3, b2) (as, b3)
(a4,b0) (as,b1) (as,b2) (ag,b3)

Podemos utilizar o argumento diagonal como foi utilizado para provar que IN ~ Q. Isto é,
f:IN—A x B é tal que

n 0 1 2 3
f(n) (a0, bo) (a1,b0) (a0, b1) (a0, b2)

Proposicao 5.19. O conjunto (0,1) X (0, 1) é equipotente a (0, 1).

Demonstracdo. Escreveremos um ntimero real x € (0, 1) como 0.xpx1x5X;3 . . .. Construiremos uma
funcédo f : (0,1) X (0,1)—(0, 1) bijetora.

f(O.XoxleX3 ceey 0-y0y1y2y3 - ) = 0.x0y0x1y1x2y2x3y3 .

Fica como exercicio provar que esta fungdo é bijetora (facil).

Note que (0,1)%(0, 1) é um quadrado no plano cartesiano. Este teorema diz que um quadrado
é equipotente a um segmento aberto da reta.

O

Proposicao 5.20. IN nio é equipotente a IR.

Demonstragio. Provaremos por contradicdo: assumiremos que existe uma enumeracdo dos
nuimeros reais, uma funcdo f : IN—IR bijetora. Como (0,1) ~ R, entdo suponha que exista
f :IN—(0, 1). Isto é o mesmo que dizer que os nliimeros reais entre 0 e 1 podem ser colocados
em uma lista ry, 71,72, 73, ..., uma enumeragao dos elementos do conjunto (0, 1). Isto é, f(0) = 7y,

f(l) =7,...

Vamos colocar esta enumeracdo em uma tabela:
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rn 0,1 217
rr 0,09 7 8
rn 0,6 400
r3 0,55 30
rs. 007 88 2

Isto é, 7y = 0.1217..., r; = 0.0978... e assim por diante. Encontraremos um ntmero s =
0.50515253 . . . tal s ndo estd na listagem acima. Para tanto, suponha que rij seja o j-ésimo digito
depois da virgula de r;, j > 0. Isto é, 7o = 1, r1 = 2, 10 = 1, 151 = e r3p = 0. O ntimero s é
definido, digito a digito, da seguinte forma:

5 = 0 serjj;t()
I 1 serjj:()

Isto é o i-ésimo digito de s é diferente do i-ésimo digito de r;, comegando com i = 0. Entdo
usando a tabela acima,
s =0.0011...

s é diferente em pelo menos um digito de cada um dos elementos 7; enumerados na tabela
acima. Vejamos: s é diferente do ndmero ry = 0.1217... pois sy # rp. Da mesma forma, o
segundo digito de r; depois da virgula, r;, é diferente de s; e assim por diante. Entdo s ndo
aparece nesta tabela, pois este nimero é diferente em pelo menos um digito de qualquer nimero
que aparece na tabela.

Concluindo, como s = 0.50515253 . . . € 5; # tj; paratodoi € IN, temos s # r; para todo i. Portanto
construimos um ntmero s € R que nao aparece na listagem 7o, 71,72, . . ..

Note que a func¢do f : N—1R definida inicialmente nesta prova é tal que f(i) = r;.

A técnica utilizada nesta prova é chamada de “diagonalizacdo” de Cantor, sendo muito
importante na Computagao e na Logica.

O
O conjunto X* é o conjunto de todas as cadeias sobre X (Veja o0 Exemplo 2.3). Se X = {0, 1},
r* ={e,0,1,00,01,10,11,000,001,010,.. .}

H4 apenas uma cadeia vazia, €, com zero simbolos. Com X = {0, 1}, temos duas cadeias com
um simbolo, 0 e 1. Com dois simbolos existem quatro cadeias, 00, 01,10, 11. Com n simbolo, ha
2" cadeias.

Proposicdo 5.21. Dado um conjunto finito X, entdo X* é enumerduvel.
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Demonstragio. Coloque em uma lista a cadeia vazia €, depois todas as cadeias com um simbolo,
depois todas com dois simbolos e assim por diante. Esta lista resulta em uma enumeracdo de
Y*. Isto é possivel porque o niimero de cadeias com n simbolos é finito. De fato, é igual a
1Z|". O

Exemplo 5.45. Se £ = {a,¢e,1i,0, u}, uma enumeragdo de X* é:
€,a,e,1,0,U,a4,ae,ai,d0,au,ead,ee,ei, eo,eu,...aad,aae, ...
Entdo uma fungdo f : N—X* bijetora pode ser tal que f(0) =€, f(1) = a, f(2) = e, f(6) = aa, etc.
Defini¢ao 5.40. Um conjunto que contém simbolos é chamado de alfabeto.
Definic¢do 5.41. Uma linguagem L sobre um alfabeto X é subconjunto de I*.

Exemplo 5.46. Se © = {a,e,i,0,u}, uma linguagem L C X* poderia ser definida da seguinte
forma: L = {x : x € Z* e x contém a letra a} Entao iaiau € L mas ooouu ¢ L.

Sendo X o conjunto de todos os caracteres do alfabeto latino, mais espaco e os sinais de
pontuacdo, uma linguagem sobre X poderia ser o conjunto de todas os textos da lingua por-
tuguesa.

Definicdo 5.42. Uma codificacdo de L ¢ L*, X finito, é uma fungdo f : Z*—IN injetora de tal
forma que exista um algoritmo capaz de descobrir se dado n € IN corresponde ou nédo a algum
x € L (e qual x é este).

Mostraremos agora como codificar em nimeros inteiros elementos de uma certa linguagem.
Antes de mostrar o caso geral, estudaremos um exemplo.

Exemplo 5.47. Codificaremos cada cadeia sobre ¥ = {a,¢,i,0,u} usando nimeros bindrios.
Poderiamos usar um ntmero para cada letra:

aleli|o| u
01|10 11110

Mas ai o namero 10, por exemplo, poderia significar tanto a cadeia ea como i. E 110 poderia
significar eea, oa, et ouu. A codificagdo ndo teria inversa; isto é, dado um ntiimero, ndo saberiamos
a cadeia que ele codifica. Este problema pode ser resolvido utilizando sempre trés simbolos
para cada letra:
a |l e | i|o]u
000 | 001 | 010 | 011 | 110

Deste modo ndo haveria ambiguidades. A cadeia aue seria codificada como 000110001. Mas
espere: este nimero é na verdade 110001, pois os zeros a esquerda ndo contam. Para corrigir isto

podemos acrescentar, sempre, o nimero 1 no inicio da codificagdo. Assim, aue seria codificada
como 1000110001.

Proposicdao 5.22. Dado um alfabeto X, é possivel codificar cada elemento de Y. em um inteiro de
llog,, I1ZI] + 1 digitos e cada x € £* com |x| ([log,, |Z|] + 1) simbolos.
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Demonstragio. Associe cada simbolo de X um ntimero natural entre 1 e |Z| preenchendo com
0’s a esquerda de tal forma que cada numero tenha |log,,|Z|] + 1 digitos. Para codificar
S = §15y...5, € L*, substitua cada s; pelo ntimero correspondente e acrescente 1 antes do
numero resultante. m|

Exemplo 5.48. Considere X = {a,b,c, ..., z,"/,.,!,;,:, }U{, }. Osimbolo’’é o espaco em branco.
A associagdo ntmero/simbolo é

al|lblc|d|e|f|g|h|]i|jlk|]l|m|n|o|p|q]|r]s]
0T [02] 03|04 05| 06|07 080910 11|12 |13 |14 |15 16|17 18|19 |

4

tlu|viw|ix|ylz|""| .|V Y];1]:1],
201211222324 |125(26|27 (28129 |30|31|232

Se o alfabeto tivesse mais de 100 simbolos, o primeiro simbolo receberia o ntiimero 001, o
segundo, 002 e assim por diante.

Com esta codificagdo, podemos mapear qualquer texto de uma linguagem L C X* para um
nuamero natural. Por exemplo,

muito bem

poderia ser mapeado para o numero 1132109201527020513 pela seguinte associagao:

7 7
m u i t 0 b e m

—
1 13 21 09 20 15 27 02 05 13

Proposicao 5.23. Hid fungoes de N em IN que ndo podem ser implementadas por um computador.

Demonstragio. Os programas feitos em uma certa linguagem de programagao, por exemplo Java,
utilizam um certo vocabulario composto pelos simbolos do alfabeto latino, sinais de pontuagao
e alguns caracteres especiais. Pela Proposi¢do 5.21, pode-se enumerar todos os programas
desta linguagem. Isto €, o conjunto de todos os programas em Java é equipotente a IN. Mas o
conjunto de todas as fun¢des de IN em IN é equipotente a IR (veja Exercicio 5.60). Entao h4 fungdes
f : N—IN que ndo podem ser implementadas pela linguagem Java. Como esta linguagem
pode implementar qualquer algoritmo,®> ha problemas que ndo podem ser solucionados por
nenhum algoritmo. |

Exemplo 5.49. O conjunto de todas as férmulas de uma linguagem da Légica de Primeira
Ordem é enumeravel. Mostraremos uma codificagdo de uma maneira diferente da apresentada
acima.

Considere uma linguagem L da légica de primeira ordem associada a um vocabulério
V = (X, A, W) no qual X é um conjunto de simbolos de predicado, A é um conjunto de simbolos

3 Assuma isto. H4 alguns detalhes técnicos que nao serdo discutidos a este respeito.

65



de funcdo e W é um conjunto de simbolos de constante. Todos estes conjuntos devem ser finitos,
por definicdo.

A linguagem £, além dos simbolos X U A U W, utiliza os simbolos
v/ 3/ (/ )I ANV,

i“" 77

mais a virgula “,” e x; para todo i € IN.

Associaremos cada um destes simbolos a um ntimero de IN:

k
—

(a) a cada elemento de S = X U A U W associamos um ntmero da forma 1 00...0 1 no qual k é
o numero de zeros entre os dois 1°s. Cada simbolo de S é associado a um ntiimero k entre
1 e |S|. Por exemplo, se S = {P, I, +, ¢y, c,}, entdo os simbolos P, I, +, ¢; e ¢, sdo associados,
respectivamente, aos nameros 101, 1001, 10001, 100001, 1000001.

(b) V,3,(,),~, A, V,—, > e”," sdo associados aos numeros 202, 2002, 20002, 200002, 2000002,

i
—
(c) x; é associado ao namero 3 00...0 3, no qual i é o nimero de zeros e o indice de x;. Assim x;

e x5 sdo associados aos ntiimeros 303 e 3000003, respectivamente.

Note que nem todos os ntimeros estdo associados a férmulas. Por exemplo,
202303556
ndo estd associado a uma férmula pois 556 ndo estd associado a nenhuma parte de nenhuma
linguagem L.

E facil provar que esta associagio define uma fungéao injetora entre o conjunto de todas
as formulas e os nimeros naturais. Eliminando-se os niimeros que ndo estdo associados a
nenhuma férmula, obtemos uma fungdo bijetora entre o conjunto de todas as férmulas e IN.
Logo o conjunto de todas as férmulas é enumeréavel.

Proposicdo 5.24. Nio hd formulas da LPO suficientes para definir todos os niimeros reais.
Demonstragdo. Pode-se definir nimeros reais utilizando-se formulas da LPO com uma variavel
livre como em

A(Y) =Zder Ix (x . x = y)

Esta férmula define o ntimero real V2, se utilizarmos uma linguagem e estrutura apropriados.
Isto é, o tnico nimero y tal que A(y) é verdade no modelo dos reais é y = V2.

Como o conjunto das férmulas é enumerdvel e o conjunto R ndo o é, ndo ha férmulas
suficientes para definir todos os ntimeros reais. m|

Definic¢do 5.43. A cada conjunto A esta associado um outro conjunto |A| chamado de cardinal-
idade de A de tal forma que |A| = |B| se e somente se A ~ B. Também ¢é usado card A para
|A.
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Se A # 0 for um conjunto finito com k elementos, |A| = k Se A for o conjunto vazio, a
sua cardinalidade é 0. Se A for infinito, |A| é um dos conjuntos Ny, N1, N,,.... Em particular,
IN| = No. E valem as desigualdades: N; < 8;;; para todo i € IN. Os conjuntos cardinais infinitos
sdo chamados de ntmeros transfinitos. A cardinalidade de R é chamada de ¢, que é igual a
cardinalidade de 2. A famosa hip6tese do continuo diz que ¢ = N;. Tanto esta hipétese como
a negagcdo dela sdo consistentes com os axiomas de ZFC (veja Segdo 5.9).

Definicdo 5.44. Dados os conjuntos A e B, escreveremos |A| < |B| se houver uma fungédo f : A—B
injetora. Escrevemos |A| < |B| se |A| < |B|mas Anéo é equipotente a B. Isto é, escrevemos |A| < |B|
se houver uma fungdo injetora f : A— B mas ndo houver nenhuma funcéo injetora g : B—A.

Note que se hd uma funcéo injetora f : A—B, com A e B finitos, necessariamente teremos
|JA] < |B|. Isto acontece porque dois elementos x,y € A necessariamente produzirdo duas
imagens distintas f(x), f(y) em B. Entdo n elementos de A produzirdo n elementos distintos em
B pela aplicagdo de f. Mas podem “sobrar” elementos de B, elementos z € B para os quais ndo
ha um x € A tal que f(x) = z.

Aplicando o raciocinio para conjuntos infinitos, se hd uma func¢do f : A—B injetora, de
certa forma A é pelo menos tdo “grande” quanto B. De fato, definimos que, neste caso, card A <
card B.

Exemplo 5.50. Usando a notacdo definida acima, podemos afirmar que:

(@) IN| < [R| e [IN] < [R]|

(b) IN| < 1Ql e |Q <IN

(0) 1Z] <1QlelQl < |Z]

(d) 1(0,1)] < |R| e IN] < |(0, 1), no qual |(0, 1)| é a cardinalidade do intervalo (0, 1)

(e) |Q| < |R|, card 2N < card R

(f) IS| < |R|, no qual S é o conjunto de todos os possiveis programas de um computador

Teorema 5.1. (Cantor-Schroder-Bernstein)
Se |A| < |B| e |B| < |A| entdo |A| = |B|. Isto é, se houver fungdes injetoras f : A—B e g : B—A,
entdo hd uma fungdo bijetora h : A—B.

Exemplo 5.51. Ha uma fungdo injetora f : N—Q, a saber, f(n) = n. E uma fungdo injetora
¢ : Q—N, asaber, ¢(0) = 0 e g(a/b) = 2°3" paraa # 0 e b # 0, no qual a e b ndo tém divisores em
comum (como 15 e 6, que sdo ambos divisiveis por 3). Entdo IN ~ Q pelo Teorema 5.1.

Proposigao 5.25. Seja A um conjunto. Entdo |A| < |P(A)|; isto é a cardinalidade de um conjunto é
menor do que o do seu conjunto das partes.
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Exemplo 5.52. Seja A = {0, 1, 2}. Entdo
P(A) = {0,{0}, {1}, {2},{0,1},{0,2}, {1, 2},{0, 1, 2}}

A cardinalidade de A, |A|, é3. Eade P(A) é 8. E3 < 8.

Pela Proposigao 5.61, P(IN) ~ IR. Como |IN| < |P(IN)| pela Proposigdo 5.25, temos |[IN| < |R|.
Isto é, N ndo é equipolente a IR.

Exercicios

5.44. Prove se A é um conjunto infinito e xy € A, entdo A — {xo} é infinito.

5.45. Prove que sdo finitos os seguintes conjuntos:

@ 0

(b) {1}

(c) {0,1,2,...k}, utilize inducao e o exercicio 5.44.

5.46. Prove a Proposigdo 5.8, que a relacdo ~ é uma relacdo de equivaléncia.

5.47. Prove se B é um conjunto infinito e B C A, entdo A é infinito.

5.48. Prove se A é um conjunto infinito e existe f : A— B bijetora, entdo B ¢ infinito.

5.49. Prove que os seguintes conjuntos sdo equipotentes a IN.

(@) O conjunto dos niimeros impares.

(b) O conjunto dos nimeros divisiveis por 3.

(c) O conjunto das poténcias de 2.

(d) O conjunto dos niimeros divisiveis por2e 7.

(e) O conjunto das retas y = ax + b nas quaisa,b € IN.
(f) A%, dadoque A =1{0,1,2,...20}.

(g) AxIN,dado que A ={0,1}.

(h) {a+bi:a,beNei= V=1}

(i) AUBUC, onde A, B e C sdo enumeréaveis.

(G) AgUA1U...A,1,onde A;, 0 <i<n, éenumeravel.
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5.50. Suponha que o Universo fisico possui infinitos planetas com vida. Entdo podemos afirmar
que em um destes planetas hd um saci-pereré?

5.51. Considere um cubo abertono plano xyz cujas dimensdes sejam (0, 1)x(0, 1)x(0, 1). Podemos
afirmar que ha uma correspondénciaum a um entre os pontos deste cubo e o segmento de reta
0,1)?

5.52. Sobre alfabetos e linguagem, faca:

(a) defina um alfabeto X qualquer com pelo menos trés simbolos;
(b) crie duas linguagem L, e L, diferentes sobre X;

(c) dé pelo menos seis elementos de L*;

(d) calcule L; N L,.

5.53. Dado o alfabeto A = {0, 1, 2, 3}, faca:

(a) dé pelo menos seis elementos de A*;

(b) é{0"13" : n € N} uma linguagem sobre A? 0" quer dizer n simbolos 0°s;

(c) descreva formalmente a linguagem L sobre A tal que todo x € L comega com 0;

(d) quantos elementos tem o conjunto {x € A* : |x| = 4}?

5.54. Faca uma codificacdo para o calculo proposicional. Os simbolos permitidos sdo:
{(),~,V,A,—, =} U{V;:ie N}

5.55. A linguagem do Calculo Proposicional utiliza os simbolos (,), =,V e V; para todo i € IN.
Uma férmula do CP é definido como

(a) uma variavel V; é uma fé6rmula;
(b) —A e (A V B) sdo féormulas se A e B sdo féormulas;
() férmulas sdo descritas apenas pelos itens (a) e (b).

Entdo sdo formulas: Vo, V3, (VO \% V3), —|(VO \% V3), —|V0, —|V3, ("VO \% —|V3) e —|—|V0.

Considere uma codificagdo para o CP tal que, se §A é o nimero que representa A, entdo as
representacoes das férmulas sdo:

Férmula | Cédigo
-A 28
(AV B) | 3#5%
Vi 7'
Faca entdo:
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(a) a codificagdo de Vy, =V, (=Vy V V3) e =(Vy V =(=Vy V V3));

(b) a prova de que, se A # B, entdo A # §B (ou pelo menos explique intuitivamente porque os
codigos devem ser diferentes se as férmulas sdo diferentes);

(c) a prova de que as férmulas do CP sdo enumeraveis.
5.56. Faca uma codificagdo semelhante a do exercicio anterior para a Légica de Primeira Ordem.

5.57. Prove que o conjunto de todos os quadros quadrados com pinturas sdo enumerdveis
assumindo que:

1. o menor quadro possui lcm X1cm;
2. os tamanhos dos quadros diferem em pelo menos 0.1cm (1,1.1,1.2,1.3, ..., 100,100.1, .. .);

3. 0 olho humano consegue diferenciar no maximo 10" cores (deve ser menos!) em su-
perficies de no maximo 0.00001 x 0.00001 centimetros (na realidade estes niimeros devem
ser maiores).

5.58. Assumindo as limita¢es de quadros dadas pelo exercicio anterior, estime o niimero de
quadros quadrados de pintura até 100cm x100cm.

5.59. Faca uma codificagdo para grafos G = (V, E) nos quais V C IN.

5.60. Seja S o conjunto de todas as fungdes f : IN—IN. Prove que S ~ R. Dica: faga uma
funcdo injetora entre S e R e outra fungdo injetora entre R e S. A primeira mapeia cada fungao
f de S em um ntimero 0.f(0)2f(1)2f(2)2... € (0,1) tal que f(n) é o ntimero f(n) em binario. Por
exemplo, se f(n) = n o ntmero seria 0.0212102... A fun¢ao injetora entre R e S toma n.dydads . ..
e mapeia para f : N—IN tal que f(0) = n, f(1) = d;, etc.

5.61. Prove que o conjunto das partes de IN é equipotente a R; isto e, 2N ~ R. Dica: veja a
resolucdo do exercicio anterior. Associe a cada subconjunto de IN a sua fungdo caracteristica ...
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Capitulo 6

Algebra

6.1 Grupos

Uma estrutura (G, .) é um grupo se G # 0 e . ¢ uma operacao bindria
.:GXG—GC

tal que, para quaisquer elementos a,b, ¢ € G, temos:

(@ a.(b.c)=(a.b).c (associativa)
(b) existee € Gtalquea.e=-e.a =a. O elemento e é chamado de elemento identidade;

(c) hd um elemento x para cada a tal quea.x = x.a = ¢, onde e é o elemento identidade. O
elemento x associado ao elemento 4 é denotado por a4~ e chamado de elemento inverso de
a.

Entdo todo grupo possui um elemento chamado de identidade que é usualmente denotado
por e. E cada elemento a possui um elemento inverso a*. Note que 4! é uma notagdo, este
elemento possui um simbolo associado a ele que ndo éa™'.

“” 7

O simbolo da operagdo bindria de um grupo nédo precisa ser “.”. De fato, o simbolo em si
ndo importa. Entdo podemos usar outros simbolos para a operagao, como +, x, @, etc.

z

Freqiientemente escrevemos “G é um grupo”, quando o mais correto seria afirmar “(G,.)” é
um grupo. Usaremos as duas notagdes neste livro.

E, quando nédo ha ambigiiidade, escrevemos ab no lugar dea . b.

Defini¢do 6.1. Um grupo (G, .) é chamado de abeliano’ se a operagdo . ¢ comutativa; isto ¢, para
quaisquer a,b € G, temosa.b="0.a.

'"Em homenagem a Abel, matematico noruegués.
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Exemplo 6.1. A estrutura (Z, +) é um grupo abeliano, onde + é a operagdo de soma usual entre
inteiros. Vamos conferir. Para todo a,b,c € Z,

(@) a+ (b+c)=(a+b)+c, pois a soma de inteiros é associativa;

(b) o elemento identidade é 0. De fato,0+a =a+0 =g;

(c) oelemento inversodebé —b: b+ (-b) = (-b) +b=0;

(d)a+b=0b+a.

Exemplo 6.2. A estrutura (Q, +) é um grupo abeliano, onde + é a opera¢do de soma usual entre
inteiros. Todo elemento de Q pode ser escrito como 7, b # 0. A identidade € 0 e o inverso de § é

—a

R

Exemplo 6.3. A estrutura (IN, +) ndo é um grupo. H4 um elemento identidade 0 mas nado ha
elementos inversos para todo a > 0.

Definic¢do 6.2. Denotamos por M,(S) o conjunto de todas as matrizes n X n com elementos em
S. Assim, M(IR) é o conjunto de todas as matrizes 2 X 2 cujos elementos sdo reais.

Exemplo 6.4. O conjunto M,(IR) com a operacdo + entre matrizes é um grupo abeliano. Vejamos:
para toda matriz A, B e C deste conjunto,

(@) A+ (B+C) = (A + B) +C, pois a soma de matrizes é associativa;
00
00
a b
c d
-a -b
—c —d

Exemplo 6.5. M,(IR) com a operacdo . de multiplicacdo entre matrizes ndo é um grupo. Vejamos:
para toda matriz A, B e C deste conjunto,

(b) o elemento identidade é

(c) para uma matriz

o elemento inverso é

(d) A+B=B+A.

(a) A.(B.C)=(A.B).C;

(b) o elemento identidade é a matriz identidade

-(40)
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(c) para uma matriz A, o inverso é a matriz A™'. Mas nem toda matriz pode ser invertida.
Entdo o conjunto de todas as matrizes 2 X 2 ndo formam um grupo.

Exemplo 6.6. O conjunto de todas as matrizes 2 X 2 invertiveis com elementos em R e com
a operagdo . de multiplicacdo entre matrizes é um grupo. A multiplicacdo entre matriz é
associativa, hd um elemento identidade I (matriz identidade) e toda matriz possui inverso. Este
grupo nao é abeliano, pois no caso geral, A.B # B . A.

Exemplo 6.7. Seja G, o conjunto de todos os ntiimeros bindrios que possuem exatamente n
bits. G, com a operagdo “ou exclusivo bit-a-bit” formam um grupo abeliano. A operacdo “ou
exclusivo bit-a bit” é um ou exclusivo realizado em cada bit. Por exemplo, 1100 & 1010 = 0110.
Nao é dificil ver que o inverso de um elemento é ele mesmo.

Exemplo 6.8. O conjunto Z, com adi¢do forma um grupo abeliano. A prova é deixada como
exercicio.

Exemplo 6.9. Considere o conjunto G = {I, A, B, C} tal que cada elemento representa transformacdes
em um retdngulo ndo quadrado. I é a transformacdo identidade, A é a reflexdo sobre a linha
média entre os dois maiores lados do retangulo, B é a reflexdo sobre a linha média entre os dois
menores lados e C é a rotagdo por 180°. A operagdo x é a composicdo de transformacoes: AB
por exemplo é a transformacdo A seguida da transformagado B. A operagdo * possui a seguinte
tabela de composigao:

O | | ~

O @ | —~| —~
@ O~ >
|~ O | =
~| T O] 0

A estrutura (G, *) é um grupo. Confira.

Definic¢ao 6.3. Um monéide é uma estrutura (M, .) tal que a operacdo . é associativa e existe um
elemento identidade em M. Mas pelo menos um elemento de M nao possui inverso.

Definigao 6.4. Um semigrupo é uma estrutura ¢S, .) tal que a operacdo . é associativa.

Exemplo 6.10. Seja £ um conjunto de simbolos quaisquer chamado de alfabeto, £ # 0. O
conjunto X* é composto por concatenagdes de simbolos de X; isto é, simbolos de X colocados
lado a lado. Cada elemento de X* é chamado de cadeia (string). O conjunto L* é definido
indutivamente como

e ¢ € X* onde ¢ é a cadeia vazia;
e sea € X, entdoa € 1*;

® ses,t € X%, s.t€X* noquals.téuma cadeia que é a concatenacdo dos simbolos de s
com os simbolos de t, que é denotado por st. Entdo s.t = st. Por exemplo, se s = 101 e
t = 00, entdo st = 10100 e ts = 00101.

73



Se £ ={0,1}, entdao Z* = {¢,0,1, 00,01, 10,11, 000,001, .. .}.

A estrutura (L*,.), onde . é a operagdo de concatenagdo, ¢ um monédide mas ndo é um grupo.
A prova é deixada como exercicio.

Defini¢ao 6.5. A ordem de um grupo (G, .) é o nimero de elementos de G, |G|.

Defini¢do 6.6. Se usamos + como simbolo para a operacdo um grupo, usualmente usamos 0
para o elemento identidade e —a para o inverso de a. Se n € IN*, usamos na para

n
—_——
at+a+...a

Sen=0,na=0esen € Z,n <0, nadenota —((—n)a). O termo a — b é utilizado para a + (-b).
Chamamos a operagédo . de soma.

Se usamos . como simbolo de operagdo de um grupo, usualmente usamos 1 para o elemento
identidade e a™! para o inverso de a. Usamos a" para

n

—_——
a.a.a...4q

sene€IN*.Sen=0,a"denotale, sen € Z,n<0,a" denota (a")"!. Chamamos a operagao . de
produto.

Veremos agora algumas propriedades de grupos.

Proposicao 6.1. O elemento identidade é tinico.

Demonstragio. Seja {G,.) um grupo. Suponha que existam dois elementos identidade e; e e,
(deve haver pelo menos um pela defini¢do de grupo). Entao

e1 . e; = e pois e, é elemento identidade

e1 . e, = e, pois e; é elemento identidade

Logo e; = ey.

Proposigao 6.2. O elemento inverso de cada elemento é tinico.

Demonstragio. Seja (G, .) um grupo. Seja a € G e suponha que existam b,c € G tal que ambos
sejam inversos de a. Entdo pela defini¢do de inverso, temos

a.b=e=a.c

a.b=a.c

no qual e é a identidade. Multiplicando ambos os lados da equagao por b
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b.@@a.b) = b.(a.c)
(b.a).b = (b.a).c
e.b e.c
b = ¢

O
Proposi¢do 6.3. O inversodea.béb™ .al.
Demonstragio. Sendo e o elemento identidade do grupo, temos
(@.b).0'.ah) = a.(b.(b .2t
= a.(b.b").ah
= a.(e.ah)
= a.a’
= e
Logob™'.a' éoinversodea.b.
o

Exemplo 6.11. Considere o conjunto G = {e, x, y, z} e a operagdo x definida pela seguinte tabela:

*le|lx|y|z
ele|x|y|z
Xx|x|x|ele
ylyjely|e
z|zlelel|z

A estrutura (G, *) ndo é um grupo pois y e z sdo ambos inversos de x:
XkYy=ykx=exxz=zkx=¢
Entdo o inverso ndo é tinico. Nao pode ser um grupo.

Definicdo 6.7. Seja (G,.) um grupo e H C G. Se (H,.) for um grupo, entdo serd chamado de
subgrupo de G.2

Proposicao 6.4. Um subconjunto H de G é um grupo se:

(a) e € H, onde e é a identidade de G;

2Usualmente diz-se “G é um grupo” quando o correto seria “(G, .) é um grupo”.
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(b) paratodoa € H,a ' € H;

“ 7

(c) paratodoa,b € H,a.b € H. Isto é, H é fechado sobre a operagio “.”.

Exemplo 6.12. H = ({0,1,2},+) ndo é um subgrupo de G = (Z,+) pois1+2=3e3 ¢ {0,1,2}.
Além disto, os inversos de 1 e 2 ndo pertencem ao conjunto {0,1,2}. A estrutura ({0, -1, 1}, +)
também ndo é subgrupo de G, pois 1 +1 = 2 ¢ {0,—1,1}. Note que a operagdo + em ambos 0s
casos é herdada de G e é a soma entre inteiros.

Defini¢ao 6.8. O conjunto Z, utiliza a soma médulo n. A maneira mais facil de entender isto
é considerando que Z, é composto por 0,1,...n — 1 e que o préximo ntimero depois de 1 — 1
é 0. Forma-se um ciclo. Assim, se uma soma de dois elementos de Z, for dar 7, na verdade o
resultado é 0. Se a soma resultar em 7 + 1, o resultado é 1 e assim por diante.

Assim, se E,E €, a+ b=ksea+b=k (mod n). Por exemplo, em Zs, 2+3=0, pois
2+3 =0 (mod 5);isto é, 5 é divisivel por 5. Vejamos outras somas em Zs:

2+2 = 4
4+4 8=5+3=5+3=0+3=3
4+3 = 7=5+2=5+2=0+42=2

Lembre-se de que kem Zs é o conjunto formado por todos os inteiros (pertencentes a Z) cujo
resto da divisdo sdo iguais quando divididos por 5. Assim,

2 = {k € Z : k dividido por 5 deixa resto 2}

Exemplo 6.13. G = (Z¢, +), no qual + é a soma médulo 6, é um grupo. E sdo subgrupos de G:

1. {0}

2. H= {6,5,4_1}. Vejamos: 0+2=2€H,0+4=4€H,2+4=0€H,0+0= 6(6 = —0, usamos
— para a operacdo inversa), 2 + 4 = 0 (2 e 4 sdo inversos um do outro). Como este grupo é
comutativo, temos 2 + 0 = 2 € H e assim por diante;

3. H=1{0,3). Vejamos: 0+3=3€H,3+0=3€cH,3+3=0¢ H. Todos os elementos sio
inversos de si mesmos;

4. H = G é um subgrupo. Todo grupo é subgrupo de si mesmo.

Note que aqui colocamos apenas os subconjuntos como se fossem grupos. A operacdo utilizada
estd implicita — é o + médulo 6 herdado de G.

Definicdo 6.9. Seja (G,.) um grupo. Um elemento g € G é chamado de gerador de G se e
somente se todo elemento a € G pode ser expresso como g" ou g™, no qual
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g =

n

n —N—
" = 8.9.9-...¢
g' = @) =8"-g"g 8"

O elemento ¢ é a identidade.

Um grupo serd chamado de ciclico se contiver um elemento gerador.

Exemplo 6.14. O grupo Z, é ciclico e gerado por 1. Por exemplo, considere Z;. Entio 1 = 1,
2=1+1,0=1+1+1

Exemplo 6.15. O grupo (Z, +) é ciclico. Tanto 1 como —1 o geram.

Definigao 6.10. Seja (G, .) um grupo e H C G. O subgrupo gerado por H consiste da aplicacao
da operacdo . nos elementos de H e seus inversos. Entdo o subgrupo | gerado por H é definido
indutivamente como

e xcJsexeH;
e xleJsexeH;

e x.yefsex,yej.

Note que H é um subconjunto de G, ndo um subgrupo.

Exemplo 6.16. O subconjunto {-2,3} de Z pode gerar todos os elementos do grupo (Z, +).
Vejamos, considerando n > 0 e | o grupo gerado por {-2,3}.

-6 € Jpois —6=-2+(-2)+(-2)
6 € Jpois6=3+3

0 € JpoisO=6+(-6)

1 € Jpoisl=(-2)+3
-1 € Jpois —1=2+(-3)

Como 1, -1 € J, todo elemento de Z pode ser gerado a partir de {-2, 3}.

Exemplo 6.17. O subconjunto de Z formado pelos pares ndo gera Z. Soma de pares ndo geram
nameros impares.
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Defini¢ao 6.11. Um homomorfismo f entre grupos (G, .) e {(H,+) é uma funcdo f : G—H tal
que

fla.b) = f(a) + f(b)
Defini¢ao 6.12. Um isomorfismo f entre grupos (G, .) e (H, +) é uma fungdo bijetora f : G—H
tal que

fla.b) = f(a) + f(b)

Se dois grupos sdo isomorfos, eles sdo iguais a menos de nomes de elementos e da operagao.

Proposicdo 6.5. Seja f : G—H um isomorfismo entre os grupos {G, .) e (H, +). Considerando que os
elementos identidades sdo 1 e 0, temos que f(1) = 0.

Demonstragio. Seja y um elemento de H. Como f é bijetora, existe a € G tal que f(a) = y. Entao

f+y = f)+ fla)
= f(1+a)
= f@
=Y
Analogamente, y + f(1) = y, onde y é um elemento qualquer de H. Logo f(1) é uma identidade
em H e, como a identidade é tinica, 0 = f(1). O
Exercicios

6.1. Prove que o M3(IR) com a operacdo . de multiplicacdo de matrizes é um monoide.

6.2. Prove que ndo sdo grupos:

(@) M>(IN) com a operagdo + de soma entre matrizes;

(b) (Z,-). De fato, prove que esta estrutura ndo é um mondide ou semigrupo;

(¢) My(Z) com a operacdo . de multiplicagdo entre matrizes;

(d) (Q,.), onde . é a multiplicagdo.

6.3. Verifique que o operador definido pela tabela do exemplo 6.11 ndo é associativo.

6.4. Prove que (M, .) é um grupo, no qual M = {A € M>(IR) : |det A| = 1}. Este grupo é abeliano?
Usamos |x| para médulo de x e det A para determinante de A. A operagédo . é a multiplicagdo
de matrizes.

6.5. Modifique a tabela do exemplo 6.11 de tal forma que (G, %) se transforme em um grupo.
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6.6. Considere o conjunto G = {x, y, z}. Faca tabelas para o operador . tal que (G, .):
(a) seja um grupo;

(b) ndo seja um grupo

6.7. Calcule:

(a) 6+§,T+4_L,§+§emZZ,Z3,Z4eZ5;

(b) 22,32, 42 e 52 em Z5 e Z, (lembre-se de que 22 =2+2);
() n/2 +nj2 em Z,, n par;

(d) [n/2] + [n/2] em Z,, n impar.

6.8. Prove que

@ @' =a

(b) sea.b=a.c,entdob =c;

(c) seb.a=c.a,entdob =c;

(d) em um grupo G, a equagdo a . x = b tem uma tnica solugdo em x.
6.9. Prove que a estrutura do exemplo 6.10 é um mondide mas ndo é um grupo.

6.10. Pergunta-se:
(a) é3um gerador para Zs? E2?
(b) é5 um gerador para Z,?

(c) é1{1,3} um subconjunto gerador para Zs? E para Z;?
6.11. Prove que, se f : G—H é um isomorfismo entre os grupos G e H, entdo f(a)™! = f(a™).

6.12. Prove que Z, é isomorfo ao grupo com elementos {e, x} cuja operacdo *x é dada pela tabela

*x e | X
el|le|x
xX|x|e

6.13. Prove que (IR*,.) é isomorfo a (IR, +).
6.14. Encontre dois subgrupos de (Z, +).

6.15. Prove que {0} é um subgrupo de (G, +). Lembre-se de que usamos 0 para a identidade
quando o simbolo para a operagdo do grupo for +.

6.16. Encontre um subconjunto infinito que gere:
(@) (Z,+) e que seja diferente de Z;
(b) (Q, +) e que seja diferente de Q.
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Apéndice A

Férmulas Importantes

Férmulas com logaritmos

Nas férmulas abaixo, e é a base do logaritmo natural.

logab =loga + logb

log b
log b=
log_a
ab — eblna

log,a" = nlog,a
alogb — bloga
1

logab = @
log,1=0

log,b=1

Somatorios

_ (a1 +a,)n

M t+a+...+a, 5

_ 1+ n)n

1+2+3+...+n >

Se g # 1, entdo
n-1 _ a(qﬂ — 1)
=1

a+aq+ag*+...+aq

80



Se g <1, entdo
a

a+ag+ag’+...= -7

1+24+22+... +2"=2"1_1

Zuog2 i] = (n + 1)llog, n] — 21°8"*1 = @(nlog n)

i=1
x=n+1

) < d
;f(1)< x f i

Outras formulas

nl = V2mn (g) (1+0(1/n)
log,(n!) = O(nlogn)
[xX]=min{n:neZen>x}

lx] =méx{n:ne”Zen < x}

llog, k| + 1 bits sdo necessarios para representar um inteiro k na base binaria.
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Apéndice B

Alfabeto Grego

O alfabeto grego abaixo foi tomado da uma pégina
http://www.kfish.org/tech/latex/greek-alphabet.html.

mintscula | comando Latex | maitiscula
\alpha
\beta
\gamma
\delta
\epsilon
\zeta
\eta
\theta
\iota
\kappa
\lambda
\mu
\nu

\xi
[omicron]
\pi
\rho
\sigma
\tau
\upsilon
\phi
\chi
\psi
\omega

~
t

OMmE®| 228~ 3 MD IR ™®R
<o

&
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n

S
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Apéndice C
Introducao a Teoria dos Grafos

Defini¢ao C.1. Um grafo G = (V, E) é um conjunto V de vértices (vertex em Inglés) e um conjunto
E de arestas (edges em Inglés) onde cada aresta é um par ordenado de vértices (Ex.: (v, w)) no
qual nenhum vértice estd relacionado com ele mesmo. Isto é, E Cc V? e (v,v) ¢ E paratodov € V.

Definic¢ao C.2. Um grafo G = (V, E) pode ser dirigido ou nao dirigido. Em um grafo dirigido,
a ordem entre os vértices de uma aresta (v, w) é importante. Um grafo ndo dirigido é tal que se
(v, w) é uma aresta, (w, v) é aresta também. Isto é, E é uma relagdo simétrica.

Um grafo dirigido é representado graficamente usando bolinhas para vértices e setas para
arestas, como mostrado na Figura C.1. Nesta figura ndo sdo dados nomes aos vértices.

Um grafo ndo dirigido é representado graficamente usando segmentos de retas para arestas,
como mostrado na Figura C.2.

Defini¢ao C.3. Um caminho em um grafo é uma seqiiéncia de arestas (v1, vy), (v2, 03), . . . (Vp-1, Un).
Defini¢ao C.4. Um ciclo em um grafo é uma seqiiéncia de arestas (v, v2), (v2,03), . . . (Uy, V1).

Definic¢ao C.5. Um grafo é conectado ou conexo se hd um caminho entre dois vértices quaisquer.
Um grafo ndo conectado é desconectado (ou ndo conexo).

Defini¢ao C.6. Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos.
L \.

Figura C.1: Representacdo gréfica de um grafo dirigido
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Figura C.2: Representacgao grafica de um grafo ndo dirigido

Defini¢ao C.7. Uma arvore bindria (AB) é uma arvore dirigida (drvore e grafo dirigido) definido
indutivamente como:

e uma AB com um tnico vértice v é uma arvore. A raiz desta arvore é v;

e se C e D sdo duas arvores bindrias com raizes w e t, e v um vértice ndo pertencente a C ou
D, entdo o grafo composto por C, D, v e as arestas (v, w) e (v,t) é uma arvore bindria. O
vértice v é a raiz desta arvore;

e se C é uma AB com raiz w e v um vértice ndo pertencente a C, entdo a arvore composta
por C, v e a aresta (v, w) é uma AB.

Dizemos que v é o pai de w e t e estes sdo os filhos de v. Entdo cada vértice pode ter zero, um
ou dois filhos. As arvores C e D sdo as sub-arvores da drvore bindria completa (v com C e D).

Defini¢ao C.8. Uma vértice com zero filhos é chamado de folha.

Defini¢ao C.9. A altura de uma &drvore bindria é definida indutivamente como se segue:

e a altura de uma &arvore bindria com um vértice é 1;
e aaltura de uma AB com raiz v ligada a arvores C e D é 1 + a maior altura entre C e D.

Defini¢ao C.10. Uma arvore bindria cheia (ABCh) é uma arvore binaria onde cada vértice tem
zero ou dois filhos.

A Figura C.3 mostra um exemplo de uma drvore bindria cheia.

Defini¢do C.11. Uma &rvore bindria completa (ABC) é uma &rvore bindria na qual as sub-
arvores ligadas a um mesmo vértice possuem a mesma altura.

A Figura C.4 mostra um exemplo de uma arvore bindria completa.
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Figura C.3: Exemplo de uma arvore bindria cheia
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Figura C.4: Exemplo de uma &rvore bindria completa

85



Referéncias Bibliograficas

[1] Bogart, Ken; Drysdale, Scot; Stein, Cliff. Discrete Math for Computer Science Students.
[2] Coniglio, Marcelo E. Teoria Axiomatica de Conjuntos: uma Introducéo.

[3] Hrbacek, Karel; Jech, Thomas. Introduction to Set Theory. Third Edition, Marcel Dekker,
Inc, 1999.

[4] Garnier, Rowan; Taylor, John. Discrete Mathematics for New Technology.
[5] Sampaio, Jodo. Teoria dos Ntumeros.

[6] Guimaraes, José de Oliveira. Introdugdo a Légica Matemdtica. Disponivel em
http://www2.dc.ufscar.br/"jose/courses

86



Indice Remissivo

alfabeto, 64 composigao, 43
aridade, 3 dominio, 42
axioma, 2 imagem, 42
L injetora, 42

cardmahiiade, 66 sobrejetora, 43
codificagao, 64 funcdo caracteristica, 47
composto

numero, 19 grafo, 83
conjectura, 3 arvore, 83
conjunto arvore bindria, 84

particdo, 33 arvore bindria cheia, 84
conjunto das partes, 30 arvore bindria completa, 84
conjunto estritamente totalmente ordenado, 55 altura, 84
conjunto parcialmente ordenado, 53 arestas, 83
conjunto quociente, 50 caminho, 83
conjunto totalmente ordenado, 55 ciclo, 83
defini¢do por indugdo, 13 conectac;%, 83
denumeravel, 60 fionexo,

o esconectado, 83
divide, 18 dirigido, 83
enumeravel, 60 filho, 84
equipolente, 58 folha, 84
equipotente, 58 ndo dirigido, 83
escolha pai, 84

axioma da, 58 sub-arvores, 84
extensionalidade vértice, 83

axioma da, 57 grupo, 71

ciclico, 77

formula gerador, 76

atOmica, 4 inverso, 71

linguagem de primeira ordem, 4 ordem, 74
férmula atomica, 4 subgrupo, 75
familia de elementos, 44 Subgrupo geradol 77
finito

definicdo, 59 hipétese, 3
fungdo . ~

bijetora, 43 indugdo

87



defini¢do por, 13 vocabulério, 3
infinidade
Zermelo-Fraenkel, 57

axioma da, 58
infinito ZF, 57
definicado, 59 ZFC, 57
linguagem, 64
LPO, 3

maximo divisor comum, 20
minimo multiplo comum, 22

mdc, veja méximo divisor comum
mmc, veja minimo multiplo comum
mondide, 73

ordem total, 55
ordem total estrita, 55

par ordenado, 37
Paradoxo de Russel, 57
partes

axioma das, 57
postulado, 2
primo

nuamero, 19
primos entre si, 22

quantificador existencial, 4
quantificador universal, 4

regularidade
axioma da, 58
relacdo
dominio, 38
imagem, 38
relagdo de equivaléncia, 47
reunido
axioma da, 57

semigrupo, 73
substituicdo
axioma da, 57

Teorema Fundamental da Aritmética, 19
termo, 3
transfinitos, 67

88



